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Rajković Borivoj
MesingerFedor



ii

BEOGRAD
Mar ch 13,2002



Sadržaj
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1.5 Jednǎcinezasrednjevrednostii fluktuacijeu indeksnojnotaciji . . . . . . . . . . . . . . 17
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H.4 Dimenzijefizičkih veličina . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 158
H.5 Π teorema . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 161
H.6 PrimenaΠ teoreme. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 163



vi SADRŽAJ



Uvod

Ova knjiga je nastajalau poslednjih15-akgodinau dve etape.Prva etapaje bila usredsredjenana
njenokoncipiranje.Zatim je, tokom pisanja,uz malepromenekako u pogledumaterijetako i u pogledu
stila formiarankonǎcnaverzija. I nakraju je oblikovanau tehnǐckom smilsu.

Polaznuosnovu sučinili belěske iz kursamikrometeorologijakoji je FedorMesingerdržaonekoliko
godinakao i belězakasakurseva sai poslediplomskihstudijakoje je Borivoj Rajković slǔsaonaPrin-
stonskom univerzitetu.Tu je posebnovažnonaglasitikurskoji je držaoDžorďz Melor zaslǔsaocedruge
godineposlediplomskihstudijaali i kursaop̌steokeanologijekoji setakodjeondržaoau komesedotiče
pitanjagranǐcnogsloja.

Kadasepišeo turbulenciji mogúci sunaravno kaoi u skoro svakom posluraznipristupi. Ali nama
sečini kaodaipakpostojedveosnovnemogúcnosti.Baviti senjomekaofiziǩim fenomenomi pokǔsati
dati štorigorozniji matametaǐcki opisili seopredelitizapragmatǐcniji pristupkoji zacilj ima formiranje
zaokrǔzeneceline,slike o fenomenuturbulentnogtoka. Kao drugi ili ipak jednako važani osnovancilj
želeli smodasedodjedosistemajednǎcinakoji moě daposlǔzi kaoosnova zanumerǐckaizračunavanja
potrebnau modelimaza prognozuvremena.Ovo je uostalomi prirodanput za kurs na Meterologiji a
nročito naMeteorologijifiziǩog fakultetau Beogradusajakom tradicijomu modeliranjuatmosfere.

Što se tiče savladjivanja gradiva ovog predmetamormoda upzorimočitaocada ovo materijanije
nimalo pitka. Komplikovan matematǐcki opisa fenomenaturbulencije zatvara mogúcnost formalnog
tretiranja. Zato semoramnogotogaprebacitina terenempirije,podaci,labaratorijskamerenjapa čak
i vizuelnaosmatranja. U osnovi problemaje veliki rasponu razmeramakretanja,čak više dekada,
ali za razliku od dinamǐcke metteorologijegdeili lineraizacijomili razmernomanalizomuspevamoda
znǎcajnoredukujemobroj razmerakoje suod znǎcajazaproblem,ovdemoramodastalnoimamočitav
spektar. Imajući ovo u vidu nǎsavet čitaocuje da ne posustajejer će nakon drugogčitanjastvari biti
mnogojasnije i razumljivije. Možda će i dalje biti onog”aha” poslekogane sledi nekaformula već
moždasamosatenjelagodnostikadaseněstorzumeali těsko jednostavno ili kratko iskaze.
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U prve tri glave strukturaove knjige prati strukturupomenutogkursaprofesoraMelora. Prva glava
opisujefenomenturbulentnogtoka, a zatim sepostavlja matematǐcki okvir za njegov opis. Centralna
temaje Rejnoldsova idejao razlagnjutrenutnog(pravog) signalanasrednjitok i fluktuacije.Analizirane
su fizičke i matematǐcke konsekvencetogai formiranesu jednǎcine koje opisujuvremenskuevoluciju
svih uvedenihvelǐina. Nakon razmatranjaenergetskihodnosaglava je završenakonstatacijomda je
dobijeni sistemotvoren tj. konstatovan je problem”zatvaranja”. Kako se tu negde i završava domet
formalnomprilazu matematǐcke analizeturbulentnih tokova dolazi drugaglava koja trebazajednosa
trećom glavom da omogúci eventualno”zatvaranje” sistemajednǎcina za turbulentnetokove. Ona je
nazvana”Empiriske teorije turbulencije jer manjevišesve što je u njoj datoje parktǐcno uobličavanje
rezultatamerenja,kako u laboratoriojamatako i u atmosferiodnosnookeanu. Kao vrhunactog posla
je svakako torija Monina i Obuhova koja daje fiziǩu sliku ali i zakone koji omogúcuju kvantitativno
računanjekako srednjihveličina tako u flukseva razniv veli cinau površinskom sloju. Trećaglava daje
prikazstatistǐkog opisaveličinakoje karakterǐsu turbulentnetokove i tu je centralnomestorezervisano
zapojamkorelacionefunkcije. kaodrugi deoserazmatrateorijaspektra.Kao vrhunacsejavlja teorija
Kolmogorova koja je jedanod dva ugaonakamenateorije zatvaranja. I konǎcno u četvrtoj glavi se
ponovo vraćamonaproblemzatvaranjasistemajednǎcina koji opisujeturbulentnetokove. Polazéci od
hipotezaKilmogorova i Roteformiranje zatvorensistemjednǎcinazamomentedrugogreda.Konǎcno
je datarazmernaanalizadobijenogsistemajednǎcina kao i njegovo sistematsko redukovanjenasistem
sadveprognostǐke promenljive (nivo 3) i napotpunodijagnostǐcki sistem(nivo 2). nakraju je serijado-
datakakoji sadřzeelementeteorijegranǐcnogsloja,računanjefluksevakoličinekretanjai toplotepomócu
Monin-Obuhov teorije,elementetenzorske algebre,izvodjenjejednǎcina za Rejnoldsove naponekao i
za flukseve toplote,nejednakost koja sesréce kod ztvaranjatrećeg reda,jedandovoljan uslov zanjeno
važenjeErgodiske teoreme,jednǎcinakretanjau Busineskaproksimacijii nakrajuDimenzionuanalizu.

Kako je ovaknjiganstajalatokom nizagodinamnogenǎsekolegei studentisubili aktivni učesnicii
nanekinǎcin čaki koautori.Narǒcito sezahvaljujemokolegamaZaviši Janjícu i DragutinuMihailoviću
i kao recenzentimaali i kao dugogodǐsnjim saradnicimasa kojima smo kroz mnogobrojnediskusije
oformljavali ili preciziralimnogeidejekoje sejavljaju u ovoj knjizi, što je znǎcajnouticalonakvalitet
ove knjige. Pažljivim čitanjemi komentarisanjemposlednbjeverzijekolegaMili voj Gavrilov je bio od
velike pomóci.

Generacijestudenatasusesudaralesarelativnobrojnimi pomaloglomaznimizvodjenjimai konǎcno
dovele do, nadanose, tekstabezgrěsaka. Tu su na prvom mestuDusanJović koji je i oznǎcio kraj
prvog periodau nastajanjuove knjige formiranjem”Eri čanske varijante” koja je u preioduod 1995
do sadabila na raspolagnjustudenta.Dule Jović je zaslǔzan i za konǎcan izgled ove kjige jer nasje
nagovorio i uputio u LateX-ovanje i na smomkraju Marija studentkinjačetvrtegodinekoja je krajnje



SADRŽAJ 3

pǎzljivo prgledalaceo tekst. Time će kjiga, mi senadamo,dobiti na preglednostii čitlji vosti. Pored
njih dvoje moramodapomenemonekadǎsnjestudntea sadakoleginice i kolege,Ljiljanu Dekić, Vericu
Savić, JelenuTanasijević, Lea Šeparovića, Vladimira Djurdjevića, Iliju Arsenijevića, Branislavu Lalić,
Zlaticu Popov i mnogedruge. Kolega Djurdjević je pomogaoi oko konǎcneobradeslika a koleginica
Popov je krajnjepedantnoprǒslokrozsva izvodjenjau ovoj, končnoj verziji teksta.Svimovim kolegini-
camai kolegamaseiskrenozahvaljujemojer beznjih i njihovog doprinosamoždaova kjiga nebini bila
napisana.

Borivoj Rajković
FedorMesinger
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Prir oda kretanja u grani čnom sloju

1.1 Uvod

Ova glava je posvećenaprikazuosnovnih karakteristikaatmosfereu blizini tla ( � 1km). Uveden
je pojam turbulentnogkretanjai datesu njegove osnovne karakteristike. Zatim je dat jedanmogúc
pristup matematǐckom opisu takvog kretanjakod koga se trenutni signal posmatrakao zbir relativno
sporopromenljivog dela (i u vremenui u prostoru)tzv. srednjeg toka i brzo promenljivog dela (i u
vremenui u prostoru)tzv. odstupanja.I nakrajuje dataanalizanekihenergetskihtransformacijaizmedju
srednjeg tokai odstupanja.Trebaimati naumudanakon ovog razdvajanjakadasegovori o turbulenciji
misliće se na ovaj drugi deo toka. Tako se ondagovori o razmenienergije izmedju srednjeg toka i
”turbulencije” ili o pretvaranjukinetičke energije srednjeg tokau turbulentnukinetičku energiju.

O op̌stim karakteristikamaatmosfere,u blizini tla, i vrsti kretanjakao i o procesimau njoj do-
datneinformacije se mogu náci u knjigamaStula(24), Monina i Jagloma(19), Hinzea(5), Lamlija i
Panofskog(13), Buisngera(2), Satona(25), Tenekesai Lamlija(28) i Glajka(4). KnjigeStula(24), Buisngera(2),
Tenekesai Lamlija(28) i Lamlija i Panofskog (13) dajuosnovne ideje o kretanjui karakteristikamaat-
mosfereu blizini tla. ReferencaSaton(25) je malostarijaali je veomainteresantnajer seu njoj jasnovide
sve dilemesakojima sesrécemokadapokǔsavamodarazumemoprocesekoji seděsavaju u fluidu koji
je u turbulentnomrežimu kretanja.Knjige Hinzea(5) a pogotovu Moninai Jagloma(19) sumatematǐcki
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rigoroznijeod prethodnih.I nakraju referencaGlajk(4) koja i nije u strogomsmislureči kjiga iz koje
se”uči” ali je veomainteresantnaza čitanje i može da poslǔzi kao uvod u problematikuturbulentnog
kretanjai što je moždajoš važnije dasevidi istorija idejavezanihzaproblemekod kojih je haotǐcnost
dominantnacrta.

1.2 Prir odakr etanja u najni žim slojevima atmosfere

Premakarakteristikamakretanjai uop̌stepremaprocesimakoji seděsavaju u prvih desetak(8-16)
kilometaraatmosfere,tzv. troposferasedeli na granǐcni sloj i slobodnuatmosferu(slika 1.1). Razlog

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
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Slika 1.1: Shematskiprikazvertikalnog presekakroztroposferu,(premaStulu(24))

postojanjadva režima kretanjaje prisustvo tla. Površina Zemlje ima višestrukiznǎcaj za proceseu
atmosferi.Najveći deotoploteatmosferaprimaod podloge.Zemljinapovršina,kako morai jezeratako
i kopnosuizvori vodeneparei jezgarasublimacijei kondenzacije.Vetaru najnǐzim slojevima atmosfere
je poduticajemkako orografijetako i stepenazagrejanostitla. Temperaturatla je usledrazlikau sastavu
tla čestonehomogena.Ovanehomogenostu zagrevanjuje uzroklokalnihcirkulacija.Uop̌ste,kadgodse
javljaju nehomogenostikod podlogepojavljuju selokalnecirkulacije razmeranehomogenosti.Tipičan
primerje vetarsmora,avetarskopna,odnosnokretanjeuzi niz planinu.Ovakretanja,kojanemorajuda
delujunarǒcito impresivno u poredjenjusanekimdrugim,koje srécemou atmosferirecimointenzivnim
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frontalnimcirkulacijama,u eri ozbiljnih ekoloških problemamogubiti i te kako važna. Na primerkod
velikih gradova naobalamamora,Los Andjeles,Atina, Šangajitd. u letnjim epizodamafoto smogai te
kako razumejublagotvornodejstvo tih lokalnihcirkulacija.

Razlikaizmedjugranǐcnogslojai slobodneatmosferesejasnouočavakako upoljimakretanjatako i u
poljima termodinamǐckih veličina.Merenjasuvršenasaradiosondomlansiranomiz Ft. Sill, Oklahoma,

Slika 1.2: Evolucijatemperatura merenihblizu tla (9.75kPa) i navisini oko 1100m(850kPa). Merenja
suvršenasaradiosondomlansiranomiz Ft. Sill, Oklahoma,SAD,(premaStulu(24))

SAD, (premaStulu(24)). Na slici (1.2)prikazanje zapistemperaturena85 kPa (oko 1100m) i na97.5
kPa (pri tlu) u toku četiri dana.Kod krive temperaturepri tlu jasnosevidi dnevni hod. Za razliku kriva
temperaturena85kPaimatendencijurastakaoposledicuprocesakoji imajuvremesnke razmereodviše
dana.Drugi nǎcin daseupoznavertikalnastrukturagranǐcnogslojasutzv. mikro sondekoje sezakǎce
zabalonekoji zatimdižu sondeod tla do visineod parkilometara.Na slici (1.3)prikazanisuvetrikalni
profili temperature(T), tačke rose(Td), potencijalnetemperature(Θ), virtuelnepotencijalnetemperature
(Θv) i sadřzajavodenepare(r) dobijeni pomócu mikro sondi. U blizini nivoa 75 kPa sejasnouočava
skokovita promenau svim veličinamatako da semože uzeti da u ovom slučaju on predstavlja granicu
izmedjuslobodneatmosferei granǐcnogsloja. Prikazprirodespecifǐcnostikretanjau blizini tla semože
dobiti i ako bismoregistrovali vetarili temperaturuu nekoj tački ali saspecijalniminstrumentimakoji
suu stanjudaregistrujuveomabrzepromene.Uočili bismotadaveomakomplikovanezapisehaotǐcnog
karakterakaonagrafiku(c) naslici (1.4). Veomaje jasankontrastu odnosunasignalsrednjeg vetrakoji
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Slika 1.3: Tipični profili temperature (T), tačke rose(Td), potencijalnetemperature (θ), virtuelnepoten-
cijalne temperature (θv) i sadřzajavodenepare (r) dobijenimikro sondom,(premaStulu(24))

je dobijennekimod klasǐcnih instrumenataili u poredjenjusapromenamabrzinekod prostiranjatalasa.
Kretanjekoje seodlikuje haotǐcnǒsću ovog tipa naziva seturbulentnoza razliku od uredjenogkretanja
fluida koje senaziva laminarno. Da bi razumeopriroduove razlike OsbornRejnoldsje1883. g. izveo
svoje čuveneeksperimente.U tim eksperimentimatečnostiz velikog rezervoaraističekrozdugui tanku
cev, pǎzljivo izolovanuodpotresa.Prirodastrujanjau cevi je učinjenavidlji vompǔstanjemtankogkonca
boje kroz jednupomócnu cev. Ako je kretanjetečnostikroz cev dovoljno sporokončić boje teče kroz
cev skoro bezširenjai měsanjasaokolnom tečnǒsću. Medjutim, kadasebrzinastrujanjavodepoveća
preko izvesnegranicedolazido promenekarakterakretanja; končić bojesebrzo širi i potpunoizměsa
satečnǒsću. Prvi tip kretanjaje i laminarnokretanje,adrugi turbulentnokretanje.Dugotrajnimeksperi-
mentisanjemi analiziranjemraznihslučajeva Rejnoldsje zaključio danǎcin kretanjatj. dali je u pitanju
laminarnoili turbulentnokretanjemože da seokarakterǐse jednim brojem,bezdimenzionalnomkom-
binacijomud	 ν, gdeje u srednjabrzinafluida, d prěcnik cevi, a ν kinematǐcki koeficijentviskoznosti
fluida. Ovako definisanakombinacijasenaziva Rejnoldsov broj i bićeoznǎcavanasaRe. Ovo je jedan
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Slika 1.4: Idealizovani primeri srednjeg vetra (a), talasa(b) i turbulencije(c) (premaStulu(24)).

od osnovnih parametarau teoriji turbulentnogkretanja,jer prelaziz laminarnogu turbulentnokretanje
nastupaako je Re jednakili veći od oko 2 000. Ipak, ova granicase ne može definitivno postaviti.
Problemnastupaako sezahteva jednoznǎcnavezaizmedjuprelazajednogtokau drugi i vrednostiRe-
jnoldsovog broja, tj. da li postoji kriti čanRejnoldsov broj, Rekr , takav da jasnorazgranǐcava prelazu
turbulentni tok iz laminarnog. I drugo,ako smou turbulentnomrežimu i smanjujemoRe, na primer
smanjenjembrzine,u jednommomentudolazido prelazau laminarnitok. Da li je to isti onajbroj kod
kogaje nastupioprelaziz laminarnogu turbulentnokretanje?Odgovor je ne, jer pri pǎzljivompovećanju
brzinekodlaminarnogkretanjamogúceje odřzati laminarnosttokačaki dovrednostiRe-aod12000,ali
i pri najmanjempotresukretanjetrenutnoprelaziu turbulentno.Sadrugestraneako je Remanji od oko
1000bilo koliko veliki poremécaji nemogudakretanjeučine trajnoturbulentnim. Preciznu definiciju
turbulentnogkretanjanije mogúce dati pa je uobǐcajenodaseturbulentnokretanjenaziva onokretanje
koje posedujesvesledéceosobine1

1pristupdefinisanjupojmaturbulencijeje premaknjizi Tenekesai Lamlija (28)
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Slika 1.5: Shematskiprikaztrajektorija delića u turbulentnomtoku


 Neuredjenost: Najuǒcljivija osobinaturbulentnogkretanjaje neuredjenostili haotǐcnost.Ako rec-
imo pratimoputanjudelića (Lagraňzov prikaz)u turbulentnomtoku onaje veomakomplikovana,
bezikakvih znakova regularnosti.Jedanod parametarakoji bi ukazaonanekakvuregularnostje
da li poslemakari jako dugogali konǎcnogvremenaputanjaprodjekroz polaznutačku ili bar
veomablizu. To bi znǎcilo da seispoljila nekakva periodǐcnostili makarkvaziperiodǐcnost. U
tom pogleduturbulencijasekarakterǐse potpunimodsustvom periodǐcnosti. Opetnapominjemo
da su granǐcni uslovi u granicamamogúcnosti merenjakonstantni. Već smo se ranije sreli sa
Ojlerovim nǎcinom zapisivanjakod turbulentnogpolja (sl. 1.4). I kod ovakvog nǎcina prikazi-
vanjaveličinakod turbulentnogtoka jasnoseuočava haotǐcankarakterzapisa.Neuredjenostima
ozbiljne reperkusijena teorijsko razmatranjeturbulentnogkretanja.Tako, za sada,izgledadase
moramoodréci deterministǐckog pristupapri kom semožepolazéci od početnihpoložajai brzina
svihdelićapredvidetidaljaistorijasaproizvoljnom tačnǒsću. Umestotogakoristeseili statistǐcki
metodiili sepokǔsavaju izračunatiintegralni doprinosilokalnih haotǐcnosti.
 Difuzivnost: Transportiraznihveličina su mnogointenzivniji od transportazbogmolekularnog
kretanja.Ovo je u praktǐcnompogledunajvažnija osobinaturbulentnogkretanja.
 Veliki Rejnoldsovi brojevi: Rejnoldsov broj je mogúceop̌stije definisatikaoodnoskrakteristǐcnih
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vrednostiinercijalnihsila i sila viskoznosti:

Re � Inercijalne sile
Viskoznesile

� u∂u
∂x

ν∂2u
∂x2

� U2

L
νU
L2

� UL
ν

(1.1)

Turbulentnokretanjeseuvek dogadjapri velikim vrednostimaRejnoldsovog broja.
 Trodimenzionalnosti vrtložnost: Prava turbulentnakretanjasu trodimenzionalnai karakterǐsu se
relativno velikim vrednostimarotoravektorabrzine,koja još imaju izrazitofluktuirajúci karakter.
Na primer, talasistvorenivetromnapovršini okeana,iako dajukrajnjekomplikovanusliku, nisu
turbulentnokretanje,zatoštoje rotor brzinezanemarljiv u poredjenjusadivergencijombrzine.
 Disipativnost: Turbulentnokretanjeje disipativno; da bi seodřzalo potrebanje izvor energije.
Tako naprimerslučajni gravitacioni talasiili zvučni talasinisuturbulentnokretanje.
 Turbulentnostje karakteristikakretanja: Turbulentnostnije osobinafluida,već kretanja.Drugim
rečima,to je kinematǐcka,anefizičkaosobina.
 Kontinuum: Na analizuturbulentnogkretanjamože da se primeni aparatmehanike fluida, tj.
predstava o kontinuaranojsredini.Nematurbulentnogkretanjanamolekularnimrazmerama;naj-
manjielementiturbulentnogkretanjasuzanekoliko redova veličineveći odmolekulskihrazmera.
Tako semogukoristiti jednǎcinehidrodinamike. Napominjemodaje ovdesamoovlaš spomenut,
višekao metafora,pojamo turbulentnomelementu(elementima).Preciziranjeovog, jednogod
osnovnih pojmova turbulentnogpolja (toka) ćesedogadjatiu toku čitavog kursaiz višekomple-
mentarnihuglova.

1.3 Definicije srednjih vrednosti

Poreddefinisanjaturbulencijedrugiosnovni problemje konstruisanjejednǎcinakojetrebadaopisuju
turbulentnetokove. Rejnoldsje predlǒzio daseturbulentni tok razmatrakaosloženi fenomensastavljen
od srednjeg dela toka i haotǐcnog dela toka. Pretpostavka je da su vremenskii prostorni razmeri
uredjenog(srednjeg) delatokaznatnoduži odnosnoveći odhaotǐcnogdelatoka.SamRejnoldsnije znao
da li su takve pretpostavke zaistaispunjenekod turbulentnihtokova koji sesrécu u atmosferiili uop̌ste
kod kretanjafluida. Tako simbolǐcnopišemodaje trenutna(prava) vrednost,obelězenasaznakom tildai
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( ) iznadslova, zbir srednjevrednosti,veliko slovo, i odstupanjaod srednjevrednosti(u daljemtekstu
samoodstupanje),maloslovo, zax, y i zkomponentebrzine:

ũ � U � u (1.2)

ṽ � V � v (1.3)

w̃ � W � w (1.4)

potencijalnutemperaturu:

θ̃ � Θ � θ (1.5)

relativnu vlažnost:

q̃ � Q � q (1.6)

nekupasivnu supstancu(polutant,traser,...) :

c̃ � C � c (1.7)

Odnossrednjevrednostii odstupanjaje ilustrovan na slici (1.6). Postoji više mogúcih nǎcina defin-
isanjasrednjihvrednostii odstupanja.U teorijskimrazmatranjimasrednjevrednostisudefinisanepreko
ansambla.Ansamblje skuprealizacija(dogadjaja)koji imaju istu vrednostsvih makroparametara.Pod
makroparametrimasepodrazumevaju geometriijske karakterisitike, gradijentpritiska koji izaziva kre-
tanje,nepromenjenefizičke karakteristike kaoviskoznostitd. Za turbulentnokretanjeje karakteristǐcno
da se svaki član ansambla,svaka realizacijarazlikuje od svih ostalih članova ansambla.Recimopri
proticanjufluida kroz cev, kadaje Rejnoldsov broj dovoljno veliki pa je kretanjefluida turbulentnoi
kadadržimo vrednostrazlike pritiskanakrajevima konstantnom.Ako napravimo zapisbrzineu nekom
trenutkut, u toku intervala vremenaod (0,T), a zatim ponovimo eksperimentN putauočavamoda se
svaki od zapisarazlikuje od ostalih. Svaki od tih zapisaje jednarealizacija,jedanelementansambla.
Koja srednjabrzinaondakarakterǐse proticanjefluida kroz cev? Za trenutakt, unutarintervala 
 0 � T �
definǐsesesrednjavrednostpoansamblukaoaritmetǐcki srednjakizmerenihvrednostiiz svihrealizacija:

U 
 t0 ��� 1
N

N

∑
i � 1

ũi 
 t0 � (1.8)
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U
u

u

t

    ~

Slika 1.6: Detaljniji prikaz promenevetra sa slike (1.4) sa naznǎcenimodstupanjemkao i srednjom
vrednǒsću, (premaStulu(24))

Ovako definisanasrednjavrednostnije pogodnaza eksperimentalnarazmatranja.Kod laboratorijskih
merenjaili osmatranjanaǰcěsćesesrécemosasrednjomvrednǒsću definisanomkao srednjaku vremenu
ili prostoru.Recimou vremenu,srednjavrednostsedefinǐsekao:

U 
 t0 ��� 1
T

t0 � T/2�
t0 � T/2

ũ � t ��� dt (1.9)

i analognou prostoru,s tim štoseintegracijapovremenuzamenjujeintegracijompokoordinati(koordi-
natama).O odnosuizmedjusrednjihvrednostipoansamblui srednjakau vremenuili prostorugovori er-
godiskahipoteza(videtiDodatakF). Tako,zadovoljnu dužinuintervalaosrednjavanjaT i dovoljno veliki
broj realizacija,srednjevrednostipo ansamblui vremenskisrednjaksezanemarivo razlikuju. Preciznije
odredjenjeodnosnojednavarijantaergodiske teoreme(hipoteze)je datu već pomenutomdodatku.

I nakraju,najop̌stiji nǎcin definisanjaosrednjavanjaje preko operatora(operacije)osrednjavanja,pri
čemusepostulirajunjegove osobinepreko skupapravila. Sagornjomcrtomćemooznǎciti dejstvovanje
operatoraosrednjavanja.Tadadefinǐsemoosobineoperatoraosrednjavanja:

f̃ � g̃ � f̃ � g̃ � F � G (1.10)

Cf̃ � Cf̃ � C F (1.11)
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C � C (1.12)�
∂ f̃
∂s � � ∂

∂s � f̃ ��� ∂F
∂s

s � x � y� z� t (1.13)

F g̃ � F G (1.14)

Naslici (1.7) je datprikazodnosanagibaneke veličineprei posleosrednjavanja.Geometrijskigledano,
uočavamoda je nagibsrednjevrednostidaleko manji nego nagibtrenutnevrednosti.Ova naizgledjed-
nostavna karakteristikaje od fundamentalnogznǎcaja kod razmatranjaturbulentnih tokava i mogúcih
izračunavanjavezanihza njih. Nagib srednjevrednostizavisi, u op̌stemslučaju, od periodaosrednja-
vanja. Medjutim postojevremenskiodnosnoprostorniintervali nakon kojih srednjevrednostipotpuno
izgubehaotǐcni deosignala.(Ovo ćebiti razmatranou trećoj glavi nakon uvodjenjapojmaspektratur-
bulentnekinetičke energije gdećesepokazatipostojanjetzv. spektralnogjaza).

Zadatak: Na osnovu aksiomaoperatorasrednjevrednostináci srednjuvrednostproizvoda dve
slučajne(haotǐcne)veličine.

Rěsenje: Naosnovu (1.10),pišemo:

ũw̃ � 
 U � u��
 W � w� � UW � Uw � Wu � uw (1.15)

Primena(1.14)daje:

ũw̃ � UW � uw (1.16)

Dakle iako je srednjavrednostodstupanjajednakanuli kadase pojavi proizvod fluktuacija, njegova
srednjavrednostje razli čita od nule.

1.4 Jednǎcine za srednjevrednosti

Nakon uvodjenjapojmasrednjihvrednostitrebaformirati jednǎcinekoje ćeopisivati njihovu evolu-
ciju kako u vremenutako i u prostoru.Kako smoranijevideli ida je viskoznostfluida jednaod njegovih
bitnih karakteristikakojamožedadovodedopojaveturbulentnogtoka,morasepoći odNavije-Stoksovih
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nagib
srednje
vrednosti

nagib

vrednosti
trenutne

t

=
da

A

A

=
dA

dt

dt

~~a

Slika 1.7: Shematskiprikazodnosanagiba srednjihvrednostipremanagibu trenutnevrednosti.Period
osrednjavanjaje predstavljendǔzinomhorizontalnihstrelica, (premaStulu(24))

jednǎcinakretanja.Navije-Stoksove jednǎcinećemouzetiuz Busineskaproksimaciju(vidi DodatakG).
Potpunisistemjednǎcinasadřzi još jednǎcinu kontinuitetazanestǐsljiv fluid i jednǎcinu termodinamike:

∂ũ
∂t
� ṽ ! ∇ũ � f ṽ � � 1

ρ0

∂p̃
∂x

� ν∆ũ (1.17)

∂ ṽ
∂t

� ṽ ! ∇ṽ � f ũ � � 1
ρ0

∂ p̃
∂y

� ν∆ ṽ (1.18)

∂w̃
∂t

� ṽ ! ∇w̃ � � 1
ρ0

∂p̃
∂z

� g
θ̃

Θ0
� ν∆w̃ (1.19)
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∂ ũ
∂x

� ∂ ṽ
∂y

� ∂w̃
∂z

� 0 (1.20)

∂θ̃
∂t

� ṽ ! ∇θ̃ � α∆θ̃ (1.21)

gdeje ν kinematǐcki koeficijentmolekulskedifuzije aα koeficijenatdifuzije temperature.Kadauvedemo
razlaganjetrenutnevrednostina srednjuvrednosti odstupanje(fluktuacije) ũ � U � u i osrednjimo
jednǎcine,koristéci postulateosrednjavanjadobijamojednǎcinezasrednjevrednosti:

∂U
∂t

� V ! ∇U � fV � � ∂
∂x " P

ρ0
� uu# � ∂

∂y
uv � ∂

∂z
uw � ν∆U (1.22)

∂V
∂t

� V ! ∇V � fU � � ∂
∂y " P

ρ0
� vv# � ∂

∂x
vu � ∂

∂z
vw � ν∆V (1.23)

∂W
∂t

� V ! ∇W � � ∂
∂z " P

ρ0
� ww# � ∂

∂x
wu � ∂

∂y
wv � g

Θ
Θ0

� ν∆W (1.24)

∂U
∂x

� ∂V
∂y

� ∂W
∂z

� 0 (1.25)

∂Θ
∂t

� V ! ∇Θ � � " ∂
∂x

uθ � ∂
∂y

vθ � ∂
∂z

wθ # � α∆Θ (1.26)

Ako oduzmemood jednǎcina za trenutnevrednosti jednǎcine za srednjevrednosti tada se dobijaju
jednǎcinezaodstupanja(fluktuacije):

∂u
∂t

� v ! ∇U � V ! ∇u � v ! ∇u � f v � � ∂
∂x " p

ρ0

� uu#$� ∂
∂y

uv � ∂
∂z

uw � ν∆u (1.27)

∂v
∂t

� v ! ∇V � V ! ∇v � v ! ∇v � f u � ∂
∂x

vu � ∂
∂y " p

ρ0

� vv#%� ∂
∂z

vw � ν∆v (1.28)
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∂w
∂t

� v ! ∇W � V ! ∇w � v ! ∇w � ∂
∂x

wu � ∂
∂y

wv � ∂
∂z " p

ρ0

� ww# � g
θ
θ0
� ν∆w (1.29)

∂u
∂x

� ∂v
∂y

� ∂w
∂z

� 0 (1.30)

Uočavamodaseu jednǎcinamazasrednjevrednostinadesnojstranijavljaju novi članovi, poredočekivanih
članovai, srednjihvrednostizasilu gradijentapritiskai viskoznost.PremadrugomNjutnovom zakonuti
novi članovi sunekakve sile, preciznijesile za jediničnumasu.Tako, kaoposledicajednematematǐcke
operacije(razlaganjana srednjevrednostii odstupanja)javljaju se ”nove” sile. Razmotrimoporeklo
odnosnosmisaoovih novih članova. Na slici (1.8) je prikazanaelementarnazapreminakoja sekreće
srednjombrzinomU u pravcu x-ose.Kadabi kretanjebilo laminarnotada,u odsustvuKoriolisove sile i
silegradijentapritiska,uočenazapreminabi sekretalabezpromenebrzine.(To strogouzev nije tačnojer
postojimolekulskadifuzija količine kretanjazbogmolekulskog kretanjaali onasemožezanemaritiza
kraćevremenske intervale.)Ako bi jednǎcine(1.22- 1.24)pomnǒzili saρ0 tadabismogovorili o bilansu
količinekretanjaodnosnoo promenikoličinekretanjaelementarnemase.Novi članovi nadesnojstrani
bi bili � ∂x 
 ρ0uu�&� � ∂y 
 ρ0uv� i � ∂z 
 ρ0wu� . Oni senazivaju Rejnoldsovi naponiu jednǎcinamakretanja
odnosnoRejnoldsovi članovi kadaseodnosenačitav sistemjednǎcinakoji uključuje i termodinamǐcku
jednǎcinu. Oni predstavljaju konvergenciju srednjeg fluksax-komponentekoličine kretanjau uočenoj
elementarnojzapremini.Zaistaanalizirajmočlan � ∂z 
 ρ0wu� . Njegamožemonapisatii nasledéci nǎcin:� ∂z 'w 
 ρ0u�)( . Veličinaρ0u je x-komponentakoličinekretanja,a w ' ρ0u( je fluks x-komponentekoličine
kretanjakrozjediničnupovršinunormalnunaz-osu.Dalje∂z 'wr 
 ' ρ0u�)( je razlikafluksevakrozjedinične
površinepo jedinici dužine tj. divergencijatog fluksaili netoodliv količinekretanjau pravcu z-ose,pa
je � ∂z 
 ρ0wu� srednjinetopriliv x komponentekoličine kretanjau pravcu z-oseu uočenuelementarnu
zapreminu.Istomanalizommožemodazaključimo daje � ∂y ' v 
 ρ0u�*( srednjinetopriliv x komponente
količine kretanjau pravcu y-oseu uočenuelementarnuzapreminu,a � ∂x ' u 
 ρ0u�+( srednji neto priliv
x komponentekoličine kretanjau pravcu x-oseu uočenuelementarnuzapreminu. Drugim rečima, u
uočenuzapreminupostojipriliv/odliv količinekretanjazbogpostojanjaodstupanja(fluktuacija)u polju
brzine. Naglasimoda je masafluida u uočenojzapreminikonstantna.Tako, rezimiramoda zbogrel-
ativnog kretanjafluktuirajúceg dela toka, u odnosuna uočenumasukoja sekreće srednjombrzinom,
dolazi do promenesrednjebrzine jer svaka promenakoličine kretanjau jedinici vremenadovodi do
ubrzanja/usporenja. Na isti nǎcin možemoda analiziramojednǎcinu termodinamike. Izraz wθ pred-
stavlja srednji fluks potencijalnetemperaturekroz jediničnu površinu normalnuna z-osua � ∂zwθ je
srednji netopriliv potencijalnetemperature,u elementarnuzapreminu,iz pravca z-ose. Na isti nǎcin
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Slika 1.8: Uz objǎsnjenje � ∂z 
 ρ0wu�
možemoda analiziramoizraze � ∂x 
 uθ �&� � ∂y 
 vθ � . Dakle ako, recimo,topliji fluid koji sekreće rela-
tivno u odnosuna jediničnu zapreminuistisnehladniji fluid imamonetozagrevanje,sve posmatranoiz
referentnogsistemakoji sekrećesrednjombrzinom.

1.5 Jednǎcine za srednjevrednostii fluktuacije u indeksnoj notaciji

Prognostǐcke jednǎcine dobijaju koncizniju formu u tzv. indeksnojnotaciji. U tom zapisuvektor
trenutnebrzineṽ pišemokao 0 ũ 1 i ili kraće ũi gdeindeksi ima vrednosti1,2,3.Tadajednǎcinakontinu-
itetapostaje:

∂ ũi

∂xi
� 0 (1.31)
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Ovdeje korišćenatzv. Ajnštajnova konvencijao sabiranju2.Zasrednjevrednosti,direktnomprimenom
pravila zaosrednjavanje,dobijamo:

∂Ui

∂xi
� 0 (1.32)

Oduzimanjemjednǎcinakontinuitetazasrednjei trenutnevrednostidobijasejednǎcina kontinuitetaza
fluktuacije:

∂ui

∂xi
� 0 (1.33)

Jednǎcinekretanjai termodinamike, u indeksnojnotaciji i u fluksnom3 obliku glase:

∂ ũi

∂t
� ũk

∂ũi

∂xk
� εil m fl ũm � � ∂

∂xk " δik
p̃

ρ0
# � ν

∂2

∂x2
k

ũi
� δi3giβθ̃ (1.34)

∂θ̃
∂t

� ũk
∂θ̃
∂xk

� α
∂2

∂x2
k

θ̃ (1.35)

gdesmouveli oznakuβ za 1	 Θ0. Vektor g �20 g 1 i ima komponente(0,0,-g). Ponavljanjem postupka
osrednjavanjadobijajusejednǎcinezasrednjevrednosti:

∂U i

∂t
� Uk

∂U i

∂xk
� εil m flUm � � ∂

∂xk " δik
P
ρ0

� uiuk # � δikgkβΘ � ν
∂2Ui

∂x2
k

(1.36)

∂Θ
∂t

� Uk
∂Θ
∂xk

� � ∂ukθ
∂xk

� α
∂2Θ
∂x2

k

(1.37)

i analognokaokod jednǎcinekontinuiteta,zafluktuacije:

∂ui

∂t
� ∂

∂xk
' ukU i � uiUk � uiuk

� uiuk (3� εil m fl um � � ∂
∂xk " δik

p
ρ0
# � δikgkβθ � ν

∂2ui

∂x2
k

(1.38)

∂θ
∂t
� ∂

∂xk 4Ukθ � ukΘ � ukθ � ukθ 56� α
∂2θ
∂x2

k

(1.39)

2Konvencijao sabiranjuglasidaseuvek vrši sabiranjepoponovljenomindeksu.
3Fluksnioblik je ∂ 7 uk f 8:9 ∂xk dok je uk∂ f 9 ∂xk advektivi oblik.
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1.6 Jednǎcine za energiju kod turb ulentnih tokova

Da bi seformirale jednǎcine zapromenukinetičke energije srednjeg toka i fluktuacijapolaziseod
jednǎcinekretanjakoju pomnǒzimo brzinomU j . Tako sedobija,koristéci pravila o izvoduproizvoda:

U j
∂U i

∂t
� U j

∂
∂xk

'UkU i � uiuk (;� U jεil m flUm � � U j
∂

∂xk " δik
P
ρ0
# � U jgiβΘ � U jν

∂2

∂x2
k

Ui (1.40)

ako seindeksipermutujujednǎcinepostaju:

Ui
∂U j

∂t
� Ui

∂
∂xk

'UkU j � u juk (;� Uiε j lm flUm � � Ui
∂

∂xk " δ jk
P
ρ0
# � Uig jβΘ � Uiν

∂2

∂x2
k

U j (1.41)

Nakon sabiranjajednǎcina(1.40)i (1.41)dobijase

∂
∂t

U jU i � ∂
∂xk

'UkU iU j � U iu juk � U juiuk ( � u juk
∂U i

∂xk

� uiuk
∂U j

∂xk� � Ui
∂

∂xk " δ jk
P
ρ0
# � Uig jβΘ � Uiν

∂2U j

∂x2
k

� U j
∂

∂xk " δik
P
ρ0
# � giβΘU j � U jν

∂2U

∂x2
k

(1.42)

Konǎcno ako se izvrši kontrakcija indeksa(tj. stavimo i � j) jer Ekin � 1	 2 'Ui ( 2 , uz konvenciju o
sumaciji,dobijaseželjenajednǎcina:

∂Ekin
∂t � ∂

∂xk
'UkEkin ( � ∂

∂xk
'Uiuiuk ( � uiuk

∂Ui
∂xk

� Uk
∂P
∂xk

� gkβΘUk � νUi∆Ui
 1� 
 2� 
 3� 
 4� 
 5� 
 6� 
 7� (1.43)

Jednǎcinazaturbulentnukinetičkuenergiju možesedobiti, analognoprethodnompostupku,polazéci od
jednǎcina zafluktuacijei ponavljajući postupakkaokod jednǎcine zakinetičku energiju srednjeg toka.
Detaljanoizvodjenjesemoženáci u DodatkuD. Tamoje takodjetransformisaňclandisipacijetako štose
drugi izvodnapǐsekaozbir dvačlana.Dabi sedobiokončanoblik koji ćeovdebiti datmoradasekoristi
analizaredovaveličinadvanovodobijenǎclanaiz kojesevidi dasedrugi članmožezanemariti.Razmeri
ovih članova sedobijajunaosnovu izlaganjau trećoj glavi, no mi ćemoovde ipak dati konǎcnu formu
jednǎcine za turbulentnukinetičku energiju. Ona,uz uobǐcajenudefiniciju veličine q2 � u2 � v2 � w2
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ima oblik:

∂
∂t � q2 	 2� � ∂

∂xk 4Ukq2 < 25 � ∂
∂xk

� uku2
i
< 2
� � � uiuk

∂Ui
∂xk

� ∂
∂xk

ukp � βgkukθ � ν ∂ui
∂xk

∂ui
∂xk
 1� 
 2� 
 3� 
 4� 
 5� 
 6� 
 7�

(1.44)

Radikraćeg pisanjauobǐcajenoje dasezaturbulentnukinetičku energiju uvedeskrácenicatke. Smisao
članova (6) u prethodnimjednǎcinamaproizilazi iz analizejednǎcina za srednjupotencijalnuenergiju
i za potencijalnuenergiju fluktuacija. Kada uzmemou obzir vrednostikomponentivektorag grupa
članova oznǎcenasa(6) postajugβΘW odnosnogβθw . Ako saZ obelězimo srednjipoložaj delića,asa
zodstupanjeodnjega,tadaje srednjapotencijalnaenergija, jediničnemaseu stratifikovanomfluidu, data
sa � gβΘZ. Znak � sejavlja jer je Θ potencijalnatemperaturau odnosunaosnovno referentnostanje,
paako je Θ pozitivno to znǎci daje delić fluida topliji/redji odokolnih papostojitežnjadasepodignedo
nivoagdeokolni fluid imanjegovu potencijalnutemperaturu.Dakleštoje delić dublje,nižeu odnosuna
srednjipoložaj delića, to je većanjegova potencijalnaenergija. Analognosrednjapotencijalnaenergija
fluktuacijaiznosi � gβθz. Vremenskupromenuovih veličinamožemodobiti polazéci odtermodinamǐcke
jednǎcine. Množenjemjednǎcine(1.37)saβgZ dobijase:

βgZ
dΘ
dt

� � βgZ
∂

∂xk
ukθ � αβgZ∆Θ (1.45)

odnosno

d
dt Pot � d

dt ' � βgZΘ(
 1� � � βgWΘ �
 2� =�=�= (1.46)

Za fluktuacijeseanalognodobija:

d
dt pot � d

dt 4 � βgzθ 5
 1� � � βgwθ � =�=�=
 2� (1.47)

U jednǎcinama(1.46)i (1.47)saPot je oznǎcenasrednjapotencijalnaenergija a sapot srednjapotenci-
jalnaenergija fluktuacijaili srednjaturbulntnapotencijalnaenergija. Dakle član(6) iz jednǎcine (1.44)
je jednakčlanu(2) u jednǎcini (1.47)ali sasuprotnimznakom ( � βgkukθ � βgwθ). Na osnovu togaza-
ključujemodačlanovi (2) odnosno(6) opisujupretvaranjesrednjeturbulentnepotencijalneenergijreeu
srednjuturbulentnukinetičku energiju i obrnuto.
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Poredodredjivanjasmislačlanova odgovornih zarazmenupotencijalneenergije, analogno,možemo
dadamosmisaoi drugimčlanovima u jednǎcinamaenergetskog bilansa.Poredjenjemjednǎcina (1.43)
i (1.44)uočavmo da sečlanovi oznǎceni sa(4) razlikuju samou znaku. Opetzaključujemoda je ovaj
članodgovoranzapretvaranjekinetičke energije srednjeg tokau tke ili obrnuto.Pravacovog transfera
sene može utvrditi direktnomanalizomizraza. Nezavisno, iz laboratorijskiheksperimenata,zatim iz
osmatranjau atmosferiodnosnou okeanu,zna se da transferenergije uvek ide od srednjeg toka ka
fluktuacijama. To se može zaključiti i sledécom analizom. Profil vetrau blizini tla, u stacionarnom
slučaju, je posledicakombinovanogdejstva sile gradijentapritiska i Koriolisove sile. Zatim znamoda
vetaruvek slabikako sepribližavamotlu. Štabi mogaobiti tomerazlog?Sila gradijentapritiskasene
menjasapribližavanjemtlu a Koriolisova sila može samoda promenipravac vetra,te morada postoji
neki drugi mehanizamsmanjenjabrzinetj. odvodjenjakoličinekretanja.To je upravo turbulentnifluks
količine kretanjai on morabiti usmerenka tlu (tlo prima količinu kretanjaod atmosfere).Da bi seto
ispunilo∂U 	 ∂zmorabiti pozitivno.

Što se tiče transferaturbulentnepotencijalneenergije u kinetičku ili obrnutoon zavisi od znaka
fluksawθ. Ukoliko je delić topliji/hladniji on spontanoisplivava/tonešto u oba slučajadajepozitivan
fluks toplotea time sedajepozitivandoprinospovećanjutke. Dok ako sespǔstatoploji delić ili sediže
hladniji delić flukstoploteje negativani imamopretvaranjetkeu potencijalnuenergiju turbulentnogdela
toka.To seděsava u stabilnojsituaciji kadasetkestvaraisključivo zbogsmicanja.

Nataj nǎcin smoobjasnilidvaosnovnaizvoratke; smicanjeosnovnestrujei radsilepotiska.Analize
osmatranjaili laboratorijskihmerenjapokazujudaseu prvoj aproksimacijiceoenergetskibilansmože
svesti na tri dominantnǎclana. Već su opisanadva izvora tke, a kao treći član sejavlja disipacija. U
literaturi seovakvo stanjenaziva ravnotěznostanje.Dakle

∂
∂t � q2

2 ��>� � uiu j
∂U j

∂xi
� βgkukθ � ν ∂ui

∂xk

∂ui
∂xk

prod = zbog prod = zbog disipacija
smicanja rada sile potiska

(1.48)

ili simbolǐcno

∂
∂t

TKE � SPROD � BPROD � ε (1.49)
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Empirijske teorije turb ulencije

2.1 Uvod

U ovoj glavi ćemosebaviti odredjivanjemflukseva i profila srednijhveličina unutarturbulentnog
granǐcnogslojapolazéci odempirijskihrezultatakoji sudobijeniili merenjimaili u laboratorijama.Prvo
količine kretanjaa zatim i ostalih veličina koje su od interesau meteorologiji. Pri tome će se prvo
analiziratiprostiji slučaj homogenogfluida i tadaće seuglavnom analizirati laboratorijskirezultati. U
tom slučajujedini izvor turbulencijeje smicanjesrednjestruje.Nakon dobijanjanekihrezultatapréci će
senastratifikovan fluid kod kogaćeefekti radasile potiskakao i prisustva vodeneparebiti od velikog
znǎcajaporedveć pomenutogsmicanjasrednjestruje.Kaoosnovni rezultatmožesesmatratirealizacija
kompleksnostistruktureturbulentnihgranǐcnihslojeva. Uvekpostojetri podslojapremakarakteristikama
flukseva količinekretanja,toploteitd. Uz samučvrstugranicupostojiveomatanakpodslojtzv. viskozni
podsloj,zatim sledi sloj, približno 10% čitavog granǐcnogsloja, tzv. sloj konstantnog fluksai ostatak
je tzv. sloj defekta, kod homogenihfluida ili izměsanisloj kod stratifikovanih fluida. Analizanjihovog
medjusobnogodnosakao i prelazaiz jednogu drugi dovešće do zaključka da vetar, u blizini tla, u
prelaznomsloju od sloja konstantnogfluksa ka izměsanomsloju ima logaritamskuzavisnost. To je
sigurnojedanodnajvažnijih rezultatǎcitavog kursa.
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2.2 Turbulencija u graničnom sloju toka homogenogfluida preko ravne
ploče

Kadsepokǔsava něstozaključiti naosnovu empirijskihčinjenicaskorouvek sepolaziodnajjednos-
tavnijeg mogúceg slučaja. U pogledugeometrijerazmatramoravnu podlogu,što je slučaj sanajvećim
mogúcim stepenomsimetrǐcnosti. U pogledutermodinamǐckom , razmatramohomogenfluid i nakraju
u pogleduvremenskihpromenarzmatrácemosamoslučaj stacionarnogtoka. Tako u slučaju toka ho-
mogenogfluida to je sigurnotok preko ravneploče.Tadasemoguučiniti sledécepretpostavke:
 homogenostu x i y pravcu (ρ � const = )
 stacionarnosttoka1
 konvergencijekoličinekretanjau x i y pravcu mogudasezanemareu odnosunakonvergencijuu

pravcu z-ose(zǎsto?).

Uvodjenjemovih pretpostavki jednǎcinekretanjasesvodenajednurelaciju:

W
∂U
∂z

� " � uw � ν
∂U
∂z
# � ∂P

∂x
(2.1)

gdeje saP obelězn takozvani kinematǐcki pritisak koji je jednakP	 ρ0. Sasvimblizu zida, vertikalna
komponentabrzine,W, moradabudesasvimmalatako dasemožepisati:

∂
∂z " � uw � ν

∂U
∂z
# � ∂P

∂x
� A (2.2)

Dalje,smatrácemodasevetarodnosnosila gradijentapritiskanemenjau pravcu x-ose.Tu, konstantnu
vrednostsile gradijentapritiskaobelězićemosaslovom A. Ako sada(2.2) integralimood tla do visinez
dobijamo: � uw � ν

∂U
∂z

� Az � B � O 
 z� (2.3)

Dakle, u neposrednojblizini zida, gde je z vrlo malo, ukupantransportkoličine kretanjaje, u prvoj
aproksimaciji,konstantan.Vrednostte konstanteB je ν∂z U ? z� 0, a obelězava sesau2

τ ili u2@ . Kako je
1Kod viskoznih fluida mogúce je imati staconarnokretanjei poreddejstva spoljǎsnjih sila. Upravo turbulentni transport

količinekretanjapremapodlozi,koji prelaziu viskozni transportuz samzid, to omogúcava.
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Slika 2.1: Relativanodnosviskoznog i turbulentnog transportakoličine kretanjau neposrednojblizini
zida(premaMeloru (15)).

definicija veličine uτ vezanaza viskozno trenjea ima dimenzijebrzinezove se”brzina trenja”.Sloj u
komeje zbir molekulskog i turbulentnogtransportakonstantansezove sloj konstantnogfluksakoličine
kretanjaili kraćesloj konstantnog fluksa. Ako serelacija(2.3)podelisau2

τ dobijeseu bezdimenzional-
nomobliku: � uw

u2
τ
� ∂ 'U 	 uτ (

∂ ' uτz	 ν ( � 1 � O 
 z	 u2
τ � (2.4)

Ova relacija je grafički predstavljena na slici (2.1), gdeja na apscisipredstavljen log 
 z	 z0 � a ordinata
prikazujezbir molekulskog prenosakoličine kretanja,merenodozgonadole, i turbulentnogtransporta
količinekretanja,merenodozdonagore.Njihov zbir je tako uvek 1 štofizički znǎci dasesav transport
količinekretanjaodvijakaozbir molekulskog i turbulentnogtransporta.Eksperimentalnoje utvrdjenoda
zaz A 10ν 	 uτ dominiramolekulskitransport,dokzaz B 50ν 	 uτ dominiraturbulentnitransportkoličine
kretanja.

Govoréci jezikomteorijesličnostiodredjujúci parametriu blizini zidasubrzinatrenja,uτ i koeficijent
viskoznostiν. Tako seza karakteristǐcni razmerdužine dobija z0 � ν 	 uτ koji pri uτ � 0 = 1ms� 1 i ν �
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Slika 2.2: Profili brzine u neutralnom graničnomsloju pri vrednostimaRe broja 5x103 i 5x104. Na
panelu(a) za razmerbrzineje uzetabrzinaU∞, dok je za razmerdǔzineuzetadǔzina δ. Na sledécem
panelu,panel(b), razmerrazlikebrzineU odU∞ je uτ dokje zarazmerdǔzineuzetavličinasrazmernasa
δ. Treći panel(c) pokazujeslučaj kadasezakarakteristǐcnerazmere zadǔzinui brzinuima z0 odnosno
brzinatrenja,uτ (premaMeloru i Gibsonu(16)).
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10� 5m2s� 1, z0 je redaveličine 0 = 1 mm. Ovo je samokadaje podlogaveomaravna. U stvarnosti
pdloganikadanije idealnoravna. narǒcito ako je podlogatlo gdeneravnine , hrapavost, dominirajuu
odredjivanju vrednostiparametraz0. Zatoseu tim slučajevima srécemosavrednostimazaz0 od 1 cm.
pado nekoliko desetinasantimetara.

Polazéci od togadaje odredjujúci parametar(razmer)zabrzinuuτ a zadužinu z0, premaΠ teoremi
2 profil vetrau slojukonstantnogfluksa,u neposrednojblizini zida,morabiti sledéceg oblika:

U
uτ

� f 
 z	 z0 � (2.5)

Gornjarelacijasenaziva zakon zida. Moramonaglasitidaoblik funkcije f ostajenepoznat.
Kako stoji stvar saprofilom vetraiznadslojakonstantnogfluksa?Ovdeje situacijakomplikovanija

jer neznamokako da,apriori, izaberemodužinskiodnosnorazmerbrzine.Zaobarazmeraimavišekan-
didata.U slučajudužinskog razmera,poredveć formiranograzmeraz0, kaodrugikandidatsepojavljuje
i visina čitavog granǐcnogsloja,δ. U slučaju razmerabrzinemožemoočekivati brzinu trenjaali i rec-
imo brzinufluida iznadgranǐcnogslojauslovno oznǎcensaU∞. Analizirajúci rezultateiz laboratorijskih
eksperimenata,zasloj iznadslojakonstantnogfluksa,zaključujemodazakon sličnostiimaoblik:

U � U∞

uτ
� F 
 z	 δ � (2.6)

Kako prethodnarelacijagovori o razlici, defektubrzine,U , odbrzineizvangranǐcnogsloja,U∞, relacija
(2.6) se naziva zakon defekta. Potvrdaza to je sledéca slika koja je preuzetaiz radaMelora i Gib-
sona(1966). Na toj slici (2.2) su dati profili brzine u neutralnomgranǐcnom sloju pri vrednostima
Rejnoldsovog broja5x103 i 5x104. Na panelu(a) zarazmerbrzineje uzetabrzinaU∞ , dok je zarazmer
dužine uzetδ. Vidimo dado slaganjadolazi tek pri samomvrhu granǐcnogsloja, što daljeznǎci da ili
razmerebrzineili razmeredužinenisudobroizabrane.Na sledécempanelu,panel(b), prikazanaje ra-
zlika brzineU odU∞ podeljenasauτ dok je rastojanjeod podlogepodeljenosaδ (preciznijerečenona
ovoj slici je razmerdužineveličinakoja je srazmernasaδ, ali u ovakvim razmatranjimaje to nebitno).
Pǒsto je na apscisilogaritamskapodelato vidimo da seu velikom delu granǐcnogsloja (preko 90 %)
obaprofila potpunopoklapajui da je u pitanju logaritamskazavisnost(približno linearnavezaveličina
sagrafika). Rasturanjepočinje tek kadaje bezdimenzionorastojanjeod podlogemanjeod 10� 2. Treći
panel(c) pokazujeslaganjezaveomamalarastojanjaod zidaa karakteristǐcnerazmerezadužinu i brz-
inu suz0 odnosnobrzinatrenja,uτ. Takodjeselepovidi dapostoji relativno širok interval u komevaži
logaritamskizakon. Ova logaritamskazavisnostsemožei formalnoizvestištoćemoubrzoi pokazati.

2zasadřzaj Π teoremevidi dodatakH
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Sumarno,profil vetrasavisinom,možemoshematskiprikazatikaonaslici (2.3). Dakle iznadsloja

Vetar (U)

Zakon
defekta

Sloj spajanja

Zakon 
zida

Visina (z)

profil
Log

log profil

Slika 2.3: Shematskirasporedpodslojeva kod graničnog turbulentnog sloja u slučaju homogenog fluida
(debljinaviskoznog podslojaje jako uvelǐcana).

konstantnogfluksavaži zakon defekta,a u sloju konstantnogfluksazakon zida. U medjuprostoru,gde
jedansloj prelaziu drugisloj, postuliramopostojanjekontinuiranogprelazajednogzakonau drugi. Kako
formulisati (opisati) taj prelaz? Sastranesloja konstantnogfluksaprelazsedogadjakako odnosz	 z0

postajeveomaveliki. Sadrugestrane,idući iz sloja gdevaži zakon defektau sloj konstantnogfluksa,
z	 δ postajeveomamali. Medjutim, dodatnapretpostavka o neprekidnostiprvog izvoda će dovesti do
rezultata. �

dU
dz � unut C � u2

τ
ν

f DE
 z	 z0 ��� �
dU
dz � spol j C � uτ

δ
F DE
 z	 δ � (2.7)

Kako desnastranagornje jednǎcine ne zavisi od parametraviskoznostiν to ni leva stranane smeda
zavisi od njega. footnoteParametarviskoznosti je prisutanpreko z0. To je jedino mogúce ako je f D
stepenafunkcija agrumentaz	 z0, tj. oblika:

f � � z
z0 � � �

z
z0 � s

(2.8)
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Slika 2.4: Izmereni profil brzine u blizini glatkog zida predstavljenipreko razmera brzine odnosno
dǔzine, karakteristǐcnezarězimzakoji vǎzi zakon zida(premaMeloru (15)).

jer zas � � 1, koeficijentviskoznosti,ν, senepojavljuje u krajnjemizrazu.Dakle:

dU
dz

� const
uτ

z
� uτ

κz
(2.9)

gdeje κ tzv. konstantaVonKarmana.Njenavrednostnije tačnoodredjenaau literaturisesrécuvrednost
od 0.35 do 0.42. Ipak se naǰcěsće sréce vrednost0.4. Konǎcno, na osnovu rezultatamnogobrojnih
eksperimenatǎciji surezultatiprikazaninaslici (2.4),zaprofil brzinesedobija:

U 
 z�
uτ

� 1
κ

log
z
z0
� 4 = 9 (2.10)
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Inačeu matematǐckoj teoriji granǐcnih slojeva ovakva procedura,au kojoj setraži preklapanje(slaganje)
na konǎcnom intervalu, se naziva asimptotsko sklapanje( za detaljniji prikaz ove problematike vidi
dodatak”Elementi teorijegranǐcnogsloja” ili referencuBenderi Orzag(1)). Kadanaprotiv zahtevamo
jednakost funkcija u jednoj tački govorimo o asimptotskom spajanju(u bukvalnomprevodu terminaiz
anglo-saksonske literaturegovorimo o krpljenju). U dodatkuA dati su osnovni elementimatematǐcke
teorijegranǐcnogsloja,zalinearanslučaj.

2.3 Stratifik ovani fluidi

U dosadǎsnjim razmatranjimabilo je reči o granǐcnimslojevimau homogenimfluidimagdeje posto-
janjegradijentabrzineosnovnestrujejedini mogúc izvor turbulencije.Sadaćeserazmatratiturbulentni
tokovi pri postojanjunehomogenostiu poljima temperatureodnosnogustine. Svakako, za kretanjau
granǐcnomsloju atmosferedominantnesupojave vezanezanehomogenostiu poljima termodinamǐckih
veličina. To je najizrǎzenije kroz dnevni hod temperatureali i ostalih veličina. Na slici (2.5) dat je
shematskiprikazpromenaplanetarnoggranǐcnogslojau tokudana.

Osnovni razlogpostojanjastratifikacijeu atmosferije mehanizamnjenogzagrevanja. Apsorpcijom
Suňcevog kratkotalasnogzračenjadolazido zagrevanjatla. Toplotasezatimprenosiuvis dvojako. Kao
prvi mehanizamzagrevanjamožemooznǎciti apsorpcijui re-emisijuinfracrvenogzrǎcenjačiji je izvor
tlo. Toplotnozrǎcenjesezatimpostepenoprenosido najvǐsih slojeva atmosfere.Kao drugi mehanizam
imamoprovodjenje.Provodjenjepočinje pri samomtlu i tu je najizrazitiji mehanizamprenosatoplotei
ali i drugih pasivnih veličina. Ovaj transportje dominantanu vrlo tanakom sloju tzv. molekularnom
podslojukoji seopisujepreko kinetičkateorijagasova. U tomslojusrednjislobodniput je karakteristǐni
razmerdužine.Nastavakprocesaprenostoplotei vlageiznadmolekularnogpodslojaje sasvimdrugǎciji
posvojoj prirodi. Tu seformirajuuredjena,mikro-kretanjamnogomanjihrazmerau odnosunarazmere
kretanjadaleko od tla. Prenos,advkcijaod stranetih mikr-strujaje dominantanmehanizamtransporta
toplote,količine kretanja,vlage itd. u najvećem delu atmosferepri tlu. Samimtim i u odredjivanju
vertikalnih profila tih i veličina. Taj deo atmosferenazivamo turbulentni granǐcni sloj ili planetarni
granǐcni sloj, skrácenoPGS. Iznadplanetarnoggranǐcnog sloja konvektivna kretanjavelikih razmera
(velikih u odnosunakonvektivna kretanjaunutarPGS-a)kao i kretanjamezo,sinoptǐckih i planetarnih
razmeraodredjujuprofile brzinei termodinamǐckih veličina. Semšto predstavlja izvor/ponortoplote,
količine kretanja,vlage,...,važna karakteristikaplanetarnoggranǐcnog sloja je da se u njemu odvija
velika disipacijakinetičke energije atmosfere.Drugi takav pojasvelike disipacijekinetičke energije je
sloj oko tropopauzeu mlaznojstruji u kojoj segenerǐse turbulencija, ovogaputasamokao posledica
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Slika 2.5: ShematskiprikazPGS-au polju visokog pritiska, iznadkopna. PGSsesastojiod tri glavna
dela: jako tubulentnog izměsanog podsloja;manjeg turbulentnog, zaostalog podslojagdeje u prethod-
nomperiodubio izměsani podsloj; i noćnog stabilnog podslojau komeimamosporadičnu pojavutur-
bulencije. S1-S6suvremenskimarkeri trenutakaza koje ćebiti dati profili na slici (2.8), (premaStulu
(24)).

smicanja.

Analizu dnevnoghodaPGS-apočnimood podneva, tipičnogletnjeg dana,sadobrorazvijenimkon-
vektivno izměsanimslojemnačijem sevrhu nalazizonakoja senaziva zonauvlačenja.Na slici (2.5)sa
S1jeoznǎcenovaj trenutakzakoji je nasledécoj slici (2.6),prikazanprofil virtuelnepotencijalnetemper-
ature,vetra,relativne vlagei tipičanprofil neke pasivnesupstance.Nakon zalaskaSunca,do narednog
izlaska,u najvećemdelu predjǎsnjeg izměsanogsloja turbulencija sepostepenodisipira. Strukturaje
takva danavrhu postoji sloj inverzije,zatimnadole” zaostali”sloj, zatimstabilni sloj (noćni) i pri tlu
površinski sloj. Iz tog deladanaprikazanisu profili S2 i S3. Nakon izlaskaSunca,usledintenzivnog
zagrevanjatla ponovo serazvijaizměsanisloj načijemsednunalazipovršinskisloj. Profili iz ovog dela
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Slika 2.6: Tipični, dnevni profili srednjevirtuelnepotencijalnetemperature (θv), intenzitetavetra (M),
vodenepare, izraženekaospecifǐcnavlaga (r) i nekog pasivnog polutanta,(premaStulu(24)).

danasu naznǎceni kaoS4,S5 i S6 na slici (2.6). U toku noći seformira stabilnastratifikacijai profili
temperaturei vetramoguseshematskiprikazatikaonaslici (2.7).

Jednaod najmarkantnijihkarakteristikaPGS-aje njegova gornjagranica.Najčěsćesenavrhu plan-
etarnoggranǐcnogsloja(sl. 2.6)opǎzazonakarakteristǐcnapopostojanjujakih gradijenatau skorosvim
veličinama.Kako setu opǎzai intenzivnije spǔstanje,uvlačenje,odatlei naziv zonauvla čenja.Ti gradi-
jenti temperaturei vlagebivajunarǒcito jako izraženiako senavrhuplanetarnoggranǐcnogslojaformira
stratusnioblak a što je inače čestapojava, narǒcito iznad morskih površina u suptropskimširinama.
Fizički procesipri formiranju ovih oblakasu još kompleksnijiod procesau suvom PGS-ujer tadase
pojavljuju dodatniefekti. Prvi i najznǎcajniji je oslobadjanjelatentnetoplote. Drugi, znǎcajanprcesje
interakcijaoblakasazrǎcenjemi to kako u kratkotalasnomtako i u dugotalasnomdeluspektra.

Na kraju, važno je naglasitidasekarakteristǐcneprostornei vremenske razmerei razvijenostpoje-
dinih podslojeva PGS-amenjajuu zavisnostiod dobadana,sezonei godǐsnjeg dobaa narǒcito je važno
dali je podlogakopnoili more.Zatim lokalnekarakteristike mogudaveomamnogoutičunakarakteris-
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Slika 2.7: Profili srednjevirtuelnepotencijalnetemperature θv, levo i intenzitetavetra M, desno,za
idealizovanstabilangranični sloj upolju visokog pritiska. Vertikalnaisprekidanalinija, desno,oznǎcava
odgovarajući geostrofskivetar, (premaStulu(24)).

tike i evoluciju PGS-a,sastav podloge,prisustvo topografije,urbanasredinai slično.

2.4 Teorija sličnosti Monin-Obuhov

U slučajuhomogenihfluida,zadeogranǐcnogslojaublizini zida,tamogdejevertikalniflukskoličine
kretanjapribližno konstantan, važi logaritamskizakon promenebrzinesavisinom,odnosnogradijent
brzineje obrnutosrazmeranrastojanjuod zida. Naravno, u meteorologijije od mnogovećeg interesa
koliki sufluksevi količinekretanjai toploteu slučajunehomogenogfluidatj. pri postojanjustratifikacije.
Za stratifikovanefluide, zadeogranǐcnogslojau blizini podloge,pedesetihgodina,Monin i Obuhov su
predlǒzili kako da seračunajusvi fluksevi uop̌stenjemrezultatakoji važe kod homogenogfluida. Os-
novna ideja je bila da sepodjeod relacijaza homogenfluid pa se izraz za gradijentbrzinepomnǒzi
univerzalnomfunkcijom odnosadužine i karakteristǐcnog dužinskog razmerakog odredjujuparametri
koji karakterǐsuproceseprisutnekod stratifikovanogfluida. U slučajuodredjivanjagradijenatatempera-
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Slika 2.8: Profili srednjevirtuelnepotencijalnetemperature koji pokazujudnevnuevoluciju PGS-apo-
lazéci od 16 h lokalnog vremena.S1 � S6 oznǎcavajutrenutke zakoje vǎzeprofili a u skladusaslikom
2.5(premaStulu(24)).

tureili nekedrugepasivnesupstance,zakojenepostojeanalogoniu slučajuhomogenogfluida,zadřzava
seistaideja.Timebi seproblemračunanjaflukseva ili ekvivalentnoračunajnavertikalnihprofilasveona
oderedjivanjetih novouvedenihuniverzalnihfunkcija. Centralnatačkaje bila pretpostavka daje dužinski
razmerjedinstvenzasve veličine.Gradijentbrzinekod homogenogfluida ćemonapisatinamaloop̌stiji
nǎcin koji ćenamomogúciti generalizacijunaprofil brzine,potencijalnetemperatureneke pasivnesup-
stancei uop̌steprofil něcegaštoima izvor pri tlu. To je prikazanosledécomtabelom:

HOMOGENFLUID STRATIFIKOVAN FLUID

∂U
∂z

� � Mxτ

κz
∂U
∂z

� � Mxτ

κz
Φm 
 ζ � (2.11)

∂Θ
∂z

� � Θτ

κz
Φh 
 ζ � (2.12)
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∂Q
∂z

� � Qτ

κz
Φq 
 ζ � (2.13)

gdesuuvedeneoznake L zavertikalnidužinski razmer,

ζ � z	 L (2.14)

Veličine:
Mxτ � wu0 	 uτ � Θτ � wθ0 	 uτ � Qτ � wq0 	 uτ

sukarakteristǐcnerazmerezax-komponentubrzine, potencijalnutemperaturui vlažnost.Uop̌ste,karak-
teristǐcnerazmereneke veličinejesuodnosvertikalnogfluksateveličinei brzinetrenja,

Sτ � ws0 	 uτ =
Kako je ranijerečenoosnovni problemteorijeje pronalǎzenjeveličinakojeodredjujuvertikalnidužinski
razmer. Monin i Obuhov su predlǒzili da odredjujúci parametribudu reprezentiosnovnih procesau
stratifikovanojatmosferikoji utiču nanivo tke:
 brzinatrenja,uτ, kaoparametarkoji predstavlja smicanjekaojedanmehanizamgenerisanjaturbu-

lencije,kaoi kod homogenogslučaja,
 wθ0 je veličina koja predstavlja drugi deoovog mehanizmaproizvodnjeturbulencije,preko rada
silepotiska,kaoizvora/ponoratke,
 βg parametarradasilepotiskakoji karakterǐsestanjestratifikacije.

Uvedenaje oznakaβ � 1	 Θ0, gdeje Θ0, karakteristǐcnavrednostzapotencijalnutemperaturuu atmos-
feri, konstantazačiju vrednostsenaǰcešćeuzima300o K, madanekiautorizanjenuvrednostuzimajui
273o K. Dimenzionaanalizapredlǒzenihveličinadajesledéci dužinski razmer:

L � u3
τ

κβg ! wθ0
(2.15)

Veličinaκ je već ranijeuvedenakonstantaVon-Karmana.Napominjemodasečestou literaturi sréce i
definicijakoja serazlikujeod ove po znaku.Ponekad́cemoi mi koristiti definiciju L-a sapromenjenim
znakom ali uz jasnunaznakuu tekstu. Premasvojoj definiciji, dužina Monin-Obuhova je algebarska
veličina čiji znakodredjujeznakfluksatoploteod podlogeka atmosferi.Tako, kadaje podlogatoplija
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Slika 2.9: Tipičan opseg vrednostiM-O dǔzineu toku dana(ovdeje definicija L-a uzetasa suprotnim
znakomod definicijeu tekstu).Apscisaoznǎcavasateu danu,(premaStulu(24)).

od najnǐzih slojeva atmosferetj. kadaradsile potiskagenerǐse tke, L je pozitivno. Ukoliko je podloga
hladnijaod vazduhaiznadnje, fluks toploteje negativan,pa je samimtim i L negativno. Na slici (2.9)
su skiciranevrednostiza dužinu Monin-Obuhov uzimajúci da sebrzina trenja i fluks toplotekreću u
opsezimakarakteristǐcnim za atmosferu(napominjemoda je slika dataza definiciju L-a sasuprotnim
znakom). Direktnomintegracijomjednǎcina(2.11),(2.12)i (2.13)i uz definicije

zakoličinu kretanja

Ψm 
 ζ �F� �
z0m

Φm 
 ζ � � 1
ζ

dζ (2.16)

zatoplotu,i ostalepasivnesubstance

Ψt 
 ζ �F� �
z0t

Φt 
 ζ � � 1
ζ

dζ � (2.17)
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zaprofil brzinedobijamo:

U 
 z� � U 
 z0m�F� � 1
κ

wu0

uτ
' log 
 z	 z0m � � Ψm 
 z	 L �)(G� (2.18)

zaprofil potencijalnetemperaturedobijamo:

Θ 
 z� � Θ 
 z0 �F� � Prt

κ
wθ0

uτ
' log 
 z	 z0t � � Ψt 
 z	 L �)(G� (2.19)

i konǎcnozaprofil vlažnostidobijamo:

Q 
 z� � Q 
 z0 ��� � Prt

κ
wq0

uτ
' log 
 z	 z0q � � Ψq 
 z	 L �)( = (2.20)

Veličine z0m � z0t � z0q � =�=�= su ”visine” trenjaza odgovarajúce procesei morajusepoznavati pre nego što
sekreneu izračunavanjaflukseva. Kao i kod tokafluida preko ravneploče,gdesmoimali samojedan
parametarz0, postojanjei brojnevrednostiparametaraz0m � z0t � z0q � =�=�= su posledicačinjeniceda veoma
blizu granicauticaji molekulskihtransportapostajuznǎcajni. Njihovo izračunavanje je mogúce putem
”spajanja” površinskog (unutrǎsnjeg) i spoljǎsnjeg sloja PGS-a. Za detaljeovog postupkapogledati
kod Janjíca (9). Kadaizračunamoili naprostousvojimo vrednostiza”visine” trenjamožemodakoris-
timo metodologijuizračunavanjaflukseva toplotei količinekretanjapomócu Monin-Obuhov teorije.Za
detaljedobijanjaanalitǐcke formefunkcija Ψm � Ψh =�=�= i razlike u računukod stabilnei nestabilnestrati-
fikacije videti DodatkB.

Kadarazmenatoploteizmedjuatmosferei podlogeteži nuli tadai vrednostodnosaζ � z	 L teži nuli.
Ako je pre tog trenutkastratifikacijabila nestabilnaonasesadapribližava neutralnojstratifikaciji. Na
osnovu definicijafunkcija Φm � Φh � Φq ... sledi:

lim
ξ H 0I Φm � Φh � Φq � 1 (2.21)

Zamalevrednostiζ, možemofunkcije Φm � Φh � Φq razviti u stepeniredi ako sezadřzimonaprvomčlanu
možemodapišemo:

Φm � Φh � Φq � 1 � αζ (2.22)

štonakon integracijedaje:

U 
 z�
uτ

� 1
κ " log 
 z	 z0 �J� α

z � z0

L
# (2.23)
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Dakle,u slučaju kadaje i stratifikacijastabilnaali bliska neutralnoj,premateoriji Monina i Obuhova,
profil vetraje logaritamsko linearan. Uspěsnostpredvidjanjapromenevetrasavisinom,relacija(2.23),i
uop̌steproverauspěsnostihipotezeMoninai Obuhova o postojanjujedneuniverzalneprostornerazmere
je uradjenaanalizomrezultatadobijenihiz čuvenogKanzaskog eksperimenta.Eksperimentje upravo i
bio izvedensaciljem dasedobijudetaljnijeinformacijeoprofilimasrednjihveličinaodnosnovetrikalnim
fluksevimatih veličinaunutarpovršinskogdelaPGS-a.Kanzasje izabrankaodeoSjedinjenihAmeričkih
Državakoji sekarakterǐsevelikim amplitudamatemperaturekako u tokudanatako i u tokugodine.Leti
imamo veomanestabilnustratifikaciju sa izrazitim konvektivnim režimom, dok je zimi prisutnajaka
inverzija odnosnoveomastabilnastratifikacija. Eksperimentje bio veomaskup jer su veomavelike
površinebile pokrivenemernimuredjajima,pǒsto seželelodaseštobolje uočea zatim izračunajudo-
prinosiodhorizontalneadvekcijelokalnimpromenama.Ovaj eksperimentje bio veliki dokazuspěsnosti
ideja teorije Monina i Obuhove. Rezultatisemoguprikazatina dijagramukoji za oseima izračunate
vrednostiuniverzalnihfunkcija (ordinata),dok je na apscisiζ, odnosvisine i dužine Monin-Obuhova.
Kako to izgledamožemovideti saslike (2.10). Tačke oznǎcavaju izmerenevrednostii jasnosevidi da
su seonegrupisale,tj. da nisu nasumicerasutena dijagramu. Punimlinijama su oznǎcenekrive koje
aproksimirajuizmerenevrednostii deopo deoimaju sledéce analitǐcke oblike za funkcije Φm i Φh za
nestabilnustratifikaciju,zakoličinu kretanjai toplote

Φm �K
 1 � 15ζ � � 1
4 (2.24)

Φh � = 74 
 1 � 9ζ � � 1
2 (2.25)

zastabilnustratifikaciju,zakoličinu kretanjai toplote:

Φm � 1 � 4 = 7ζ (2.26)

Φh � = 74
 1 � 4 = 7ζ � (2.27)

Kako je vrednosteksponenata,u slučajunestabilnestratifikacije,odredjenaprocenomslaganjamerenjai
predlǒzenekrive,u litreraturi,poredovih eksponenatakoji supredlǒzeniu raduPaulsona(22) i Busingera
i dr. (7) srécu sei neki drugi. Tako je Melor (14) predlǒzio dasezaslučaj nestabilnestratifikacijei kod
fluksamomentakoličinekretanjai kodfluksatoploteuzimadaje vrednosteksponenta-1/3akoeficijenti
15 i 9 zamenesa11.5i 16.5respektivno (videti dodatakB).
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Slika 2.10: Osmotrene, bezdimenzionalnevrednosti: gradijentavetra (levo) prikazanog preko funkcije
ΦM i gradijentatemperature (desno)prikazanog preko funkcijeΦH , iz Kanzaseksperimenta(tačkice).
Punelinije, unutaroblastisa izmerenimvrednostima,su istedobijeneiz modelaMelora (14). Važnoje
napomenutida je u prikazuovih rezultataL definisanosa suprotnim znakom od onog u tekstu (prema
Businger i dr. (7))
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Poredop̌steg slučajakadaimamoopisgradijenataili fluksevaveličinakojeanaliziramo,preko funkcija
Φm i Φh odnosnoΨm i Ψh, mogúce je dobiti za neke specijalneslučajeve eksplicitnerelacijeu obliku
stepenihzakona. Da bi se to desilomora se suziti broj dimenziononezavisnih parametarau odnosu
naop̌sti slučaj zakoji važi Monin-Obuhov analiza.U odnosunamogúcestratifikacijerazlikujemodva
ekstrema.Prvi je stratifikacijakod koje seuočavaju nadadijabatskigradijentitemperature,tzv. lokalna
slobodnakonvekcija.Drugi slučaj je kadaseformira jako stabilnastratifikacija.

2.4.1 Lokalna slobodnakonvekcija

Analizirajmo prvo slučaj kadaje ζ BLB 1. To će se ispuniti, pri fiksiranoj vrednostiz-a, kadaje
vrednostL-a mala. Da bi se to dogodilomora da postoji intenzivan prenostoploteod podlogeu at-
mosferu(wθ0 jako veliko). To je karakteristǐcno zavedarletnji danu podnevnim i ranimpopodnevnim
časovima apri umerenimvetrovima. Ovaj režim nazivamolokalnaslobodnakonvekcija. Konvekcijajer
setadaopǎzajunadadijabatskigradijenti.Kako sepojava opǎzanajprepri vrhupovršinskog sloja,dakle
lokalizovano,otud drugi deonaziva. S obziromna lokalizovanostpojave, oko vrha površinskog sloja,
relativno daleko od tla, moždauτ višenije odredjujúci parametar?Dakle sve veličine sepredstavljaju
preko skupaz , βg i wθ0. Kao ilustracijuuspěsnostiizboraodredjujúcih parametara,nadjimoizrazeza
varijansevertikalnebrzinei potencijalnetemperature.U slučajuvarijansevertikalnebrzinedimezionalna
homogenostdaje:

σu u∗ σθ θ∗. .... . . ... . .. .... ..

-4-0.1

6

4

1

z/L

−

. .. . .. . .... ....... .... ..... . .. .
. .

-1

.4

1

2

z/L-1 -0.02 -0.1 -4-0.02

Slika 2.11:Normalizovanavarijansavertikalnebrzine M w2

uτ
(a) i potencijalnetemperature N θ2 	 Θτ (b).

Isprekidanalinija predstavljapredvidjanjena osnovu teorije o lokalnoj slobodnojkonvekciji a tačke
predstavljajuosmatranja.
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w2 � const ! za 
 βg� b � wθ0 � c
(2.28)

Pǒstosudimenzijew2 oblikaL2T � 2, dimenzionahomogenostdajea � b � c � 2	 3. Dakle:

w2 � const ! � zβg � wθ0 �G� 2O 3
(2.29)

Analogno,u slučajuvarijansepotencijalnetemperature,sedobija:

θ2 � const !QP � wθ0 � 2

zβg R 2O 3
(2.30)

Radiporedjenjasaop̌stim slučajemnapǐsimodobijeneizrazetako dasepojavi dužinaL:

w2

u2
τ
� const ! � z

L
� 2O 3

(2.31)

θ2

Θ2
τ
� const ! � z

L
� � 2O 3

(2.32)

U neutralnomslučajufluksevi količinekretanjasuisti zasvekomponente;w2 	 u2
τ � const = i wv	 u2

τ �
const = jer je brzinatrenjajedinaraspolǒziva veličina sarazmerombrzine. U slučaju lokalneslobodne
konvekcije dobijenoje da varijansavertikalnebrzinerastesavisinom. Ovo povećanjebrzineporasta
savisinom,u poredjenjusaneutralnimslučajem,je posledicaporastaintenzitetaměsanjasaporastom
visine. Uporedimosadaθ2 sarezultatomu neutralnomslučaju. Onasesmanjujesavisinom,u odnosu
na neutralanslučaj, što je opetposledicaveomaintenzivnog měsanjakoje pokǔsava dasmanjinadadi-
jabatskitemperaturnigradijent,prisutanu slučaju lokalneslobodnekonvekcije. Da li su ovakvi rezul-
tati ispravni? Proveraje jedino mogúca preko poredjenjasamerenjima.Zaistana slici (2.11),koja je
deorezultataiz Kanzaseksperimenta,vidimo prvo dasaporastomodnosaz	 L slaganjepredvidjanjana
osnovu lokalneslobodnekonvekcije i eksperimentapostajesve bolje u smisluda semerenevrednosti
grupǐsuoko prave linije. Drugo,grupisanjeoko prave linije, akadaseimalogaritamskapodelanaapscisi
ukazujena stepenizakon, pri čemunagibte linije odredjujevrednoststepena.Napominjemoda je na

slici prikazanodnosN w2 	 uτ čiji nagibiznosioko -1/3 štozakvadratodnosadaje-2/3kako smoi dobili.
Analognou slučajuvarijansepotencijalnetemperatureočitavamodaje iznosnagibaoko -1/3. Dakle,u
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obaslučajapredvidjanjai merenjaserelativno dobroslǎzu. No, trebanapomenutidanisusva predvid-
janjaovako uspěsna.Tako naprimerΦh � kzβ∂Θ 	 ∂z, premaizboruodredjujúcih parametarazalokalnu
slobodnukonvekciju, trebada semenjakao 
 z	 L � � 1O 3 dok merenjaukazujuna stepen
 z	 L � � 1O 2. Na
krajunapomenimodaseu novije vremesveveći znǎcajpridaječinjenicidaseturbulentnokretanječaki
u najnǐzim slojevima atmosfere,blizu tla, karakterǐsepostojanjemmalih (lokalnih)strujicačaki pri pot-
punomodsustvusmicanjasrednjestruje.Daklei u tom slučajupolje turbulencijenije potpunohaotǐcno
štoje bila slika nakoju se” naslanja”Monin-Obuhov teorija. To ima zaposledicudai u slučaju” čiste”
konvekcije imamointenzivniji vertikalni prenoskoličinekretanja.Naravno i samifluksevi toplote,pa i
svihdrugihpasivnih veličina,suveći nego pri potpunohaotǐcnomkretanju.

2.4.2 Veomastabilna atmosfera

Kao ”suprotnu” krajnostimamoslučaj ? ζ ?SALA 1 uz L A 0. Ako je L negativno to znǎci da je fluks
toploteusmerenod atmosfereka podlozi. To daljeznǎci dadolazido hladjenjanajnǐzih slojeva atmos-
fere. Na taj nǎcin može da se formira, lokalno, veomastabilnastratifikacijapa seovaj slučaj naziva
slučaj jake stabilnosti. Kako seovo děsava u blizini tla na prvi pogledsemože očekivati da visina,z,
pripadaskupuodredjujúcih parametara.No ako je stabilnost,merenapreko gradijentapotencijalnetem-
perature,dovoljno velika tadaradnasavladjivanju sile potiskapredstavlja dovoljno jak ”otpor” formi-
ranju najvećih mogúcih turbulentnihelemenata,onih koji bi seprostirali do samogtla. Podsetimose
da se u uobǐcajenimsituacijamapo pravilu turbulentni elementiprostiru od uočenevisine do samog
tla. Drugǎcije rečenou slučaju jako stabilnestratifikacijedolazi do efektivne izolacije podloge. Tako
preostajuuτ, βg i wθ0 kao mogúci odredjujúci parametri.Sadakadasmoformirali skupodredjujúcih
veličina(parametara)dimenzionomanalizomsedobija,naprimerzaprofil brzinesrednjeg vetra:

∂U
∂z

� const
uτ

L
(2.33)

ili

κz∂U
uτ∂z

� Φm � const
uτ

L
(2.34)

Iz Kanzaseksperimentamožedasezaključi daseΦm ponǎsakao:

Φm � 1 � βz
L

(2.35)

anajboljeslaganjesedobijazac=4.7.



42 Empirijske teorije turb ulencije

2.5 Ričardsonov broj.

Kadaje razmatranproblemnastankaturbulencijeuvedenje Rejnoldsov broj kaoparametařcija vred-
nostpokazujena režim toka fluida. Medjuitim, on ne uzimau obzir kako stratifikacijautiče na nasta-
janje/nestajanjeturbulencije.Zatoseuslučajustratifikovanihfluidauvodi jošjedanbroj tzv. Ričardsonov
broj, Ri, sa idejom da se i na osnovu njegove vrednoti može něsto reći o prirodi toka fluida (lami-
narano/turbulentno). Postojivišeoblikaovog broja.Osnovni je onajkoji proistǐce iz jednǎcinezaturbu-
lentnukinetičku energiju, kaokoličnik produkcijetkezbogradasile potiskai produkcijezbogsmicanja
osnovnestruje:

T T T T T T T T T TT T T T T T T T T TT T T T T T T T T TT T T T T T T T T TT T T T T T T T T TT T T T T T T T T TT T T T T T T T T TT T T T T T T T T TT T T T T T T T T TT T T T T T T T T TT T T T T T T T T TT T T T T T T T T TT T T T T T T T T TT T T T T T T T T T
U U U U U U U U U UU U U U U U U U U UU U U U U U U U U UU U U U U U U U U UU U U U U U U U U UU U U U U U U U U UU U U U U U U U U UU U U U U U U U U UU U U U U U U U U UU U U U U U U U U UU U U U U U U U U UU U U U U U U U U UU U U U U U U U U UU U U U U U U U U U

V V V V V V V V VV V V V V V V V VV V V V V V V V VV V V V V V V V VV V V V V V V V VV V V V V V V V VW W W W W W W W WW W W W W W W W WW W W W W W W W WW W W W W W W W WW W W W W W W W WW W W W W W W W W
Nema  turbulencije

3 SP=- BP

SP=-BP

Produkcija TKE zbog rada sile potiska (BP)

SP=-3 BP SP= 3 BP

Forsirana
konvekcija

Slobodna konvekcija

Produkcija TKE zbog smicanja (SP)

Slika 2.12:Shematskiprikazmogućih rězimapreko odnosaprodukcijeradasile potiska(BP) i produk-
cije smicanja(SP),od slučaja kadanemǒzeda nastaneturbulencija zbog velike stabilnostido slučaja
slobodnekonvekcije, (premaStulu(24)).

Rif � X βgwθX uiu j
∂Ui
∂xj

(2.36)
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ili u uobǐcajenomslučajuhorizontalnehomogenosti,pri kojoj dominirajuvertikalni fluksevi,

Rif � X βgwθX uw∂U
∂z X vw∂V

∂z

(2.37)

Kako je definisanpreko flukseva količinekretanjai potencijalnetemperatureovaj seoblik zove fluksni
Ričardsonov broj, Rif . Ako sefluksevi napǐsupreko gradijenatasrednjihveličina:

wθ � X Kh
∂Θ
∂z

(2.38)

i

wu � X Km
∂U
∂z

(2.39)

odnosno

wv � X Km
∂V
∂z

(2.40)

možemodefinisatigradijentniRičardsonov broj, Rig

Rig � X βgKh
∂Θ
∂z

Km " � ∂U
∂z � 2 � � ∂V

∂z � 2 # � Prt X βg∂Θ
∂z" � ∂U

∂z � 2 � � ∂V
∂z � 2 # (2.41)

gde je odnosPrt � Kh 	 Km tzv. Prantlov turbulentni broj, analognoobičnom Prantlovom broju kao
količniku viskoznih koeficijenataprenosatoplotei količine kretanjaPr � α 	 ν. Osnovni razloguvod-
jenja Rig je nemogúcnost definisanjaRif ako već ne postoji turbulencija. Definicija (2.41) naprotiv
omogúcujeodredjivanjeRig i kod laminarnogkretanja.Poznavanjenjegove vrednostii zalaminarnitok
je od znǎcaja, jer kako ćemopokazati,preko njega je mogúce dijagnosticiratida li postoji mogúcnost
prelaskaiz laminarnogu turbulentnokretanje,tj. on je parametarkoji karakterišestabilnost/nestabilnost
posmatranogtoka.Pretpostavimo zatrenutakdanemadisipacijei daje jedini izvor turbulencijesmicanje
osnovnestrujea daje radsile potiskanegativan,tj. daje stratifikacijastabilna.Tadajednǎcinaza tke, u
prvoj aproksimacijii nakon zanemarivanjadisipacije,postaje:

∂q2

∂t
� SPROD " 1 � BPROD

SPROD
#L� SPROD ' 1 X Ri( (2.42)
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Relacija(2.42)pokazujedaje potrebanuslov dabi seturbulencijaodřzavala ili raslaRi Y 1. Na osnovu
merenjakaoi numerǐckih simulacija,kojaobauključuju i disipaciju,dolazisedoprocenedaje potreban
uslov zanastajanjeturbulencijetzv. kriti čanRi broj, Rikr 0.19 X 0.21.

Na slici (2.12)dat je shematskiprikazmogúcih režimapremaodnosuradasile potiskai produkcije
zbogsmicanja.Mogućevrednostisuuslovnopodeljeneu petrežima(opsega).Podelaje naravnodonekle
proizvoljna ali uobǐcajenau meteorologijigdesesmatradapostojeznatnijerazlike kadaje odnosnekih
veličinabar3.
 Rězim I nematurbulencijejer je produkcijazbogradasile potiskavećaod produkcijezbogsmi-

canja, ?BPROD ?ZB SPROD , ali negativna.
 Rězim I I , kadaje ?BPROD ? negativnaali je manjaodSPROD, i tadaimamoturbulencijuu stabilno
stratifikovanomfluidu.
 Rězim I I I , kadaje SPROD izmedju -3BPROD i 3BPROD. To je režim forsiranekonvekcije i
imamoturbulenciju.
 Rězim IV je slučaj kadaje i SPROD i BPROD pozitivno i imamoturbulenciju.
 Rězim V, kadaje BPROD većeod 3 SPROD imamorežim slobodnekonvekcijesanajintenzivni-
jom turbulencijom.

Kako režim toka zavisi od vrednostiparametraRi dat je na slici (2.13). Naravno, uvodjenjeRi-a ne
isključujevažnostranijeuvedenogRe-a. Tako donjashema,naistoj slici, prikazujekombinovaniRi X Re
dijagramsakogaje mogúcevideti koji odrežima(turbulencijaili laminarnitok) postojekaoi mogúcnost
prelaskaiz jednogu drugi. Na kraju napomenimoda je Reza atmosferutako veliki da deoprostora
cwkojidamuodgovarazauzme,ceo,krajnjedesnideodonjesheme.To je upravo i razlogštoseponekad
i zanemareefektiviskoznosti(mehanǐckog trenja)doksuodprimarnogznǎcajastabilnosti/ili postojanje
zonavelikog smicanja.

2.6 Izmešani sloj

Do sadasmoseuglavnombavili površinskimslojem.Poredmetodolǒskih razlogapostojei praktǐcni
razlozi za to jer većina merenjasevrši unutarpovršinskog sloja tako da seraspolǎze saveomamalo
eksperimentalnihpodatakao karakteristikamaturbulentnihkretanjaiznadpovršinskog sloja. S obzirom
nanjegovedimenzije(35-80%PGS-a)prisutnijesuuredjenestrukturevećih razmeraodonihupovršinskom
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Slika 2.13: Mogući rězimi toka fluida u zavisnostiod Ri broja (gornja shema)odnosnokombinovan
uticaj Ri i Rebrojeva (donjashema),(premaStulu(24)).

sloju,kaoštosutermali,vrtlozi u obliku horizontalnihrolni i konvektivne ćelije mezorazmera.Na slici
(2.14) je prikazanvertikalni presekkroz idealizovan termal,dok na slici (2.15) imamopredstavljanje
struktureizměsanogslojapreko lidarskog 3 odrazanaosnovu rasejanjanaprisutnimaerosolima.Jasno
se prepoznajumestauzlaznestruje koje dostǐzu do vrha PGS-aodnosnodo zoneinverzije. Termali
predstavljaju dominantanmehanizamprenǒsenjatoplotepri slabomvetru. Ako je prisutanznǎcajniji
horizontalanvetar tadasegenerǐsu horizontalnerolne čija je idealizovanastrukturaprikazanana slici
(2.16). Da li seněsto slično Monin-Obuhov teoriji može formulisati i za izměsanisloj ? Dakle, da li
je mogúce náci nekakav analogondužini Monin-Obuhova koji ćeomogúciti jedinstvenopredstavljanje
raznihprofila iznadpovršinskog sloja?Jedanuspěsanprimertakvog jedinstvenogpredstavljanja profila
je datnaslici (2.17). Na toj slici, u levom delu,prikazanisuprofili flukseva toplote � wθ � unutarplan-

3Lidar je radarkoji emitujelaserskisnop
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Slika 2.14: Vertikalni presekkroz PGSvisinezi koji prikazujeidealizovanetermalevisinezi , (prema
Stulu(24)).

etarnoggranǐcnogsloja. Ako sesadafluksevi toplotepodelesa _ wθ ` 0 a visinesavisinomplanetarnog
granǐcnogsloja u tom trenutku,koja je ovde obelězenasazi , i te bezdimenzionekombinacijenacrtaju
dobijamosjajnoslaganjeu smisludasesve krive,profili temperaturezarazličite trenutkei, grupǐsuoko
jedne.Medjutia,movo je mnogoslabiji rezultatodsluǎacjakodpovršinskog slojai L-akaoodredjujúceg
dužinskog razmerajer visinainverzijezi , tj. visinavrhaplanetarnoggranǐcnogslojraeje jednaodnepoz-
natih u problemu. Tako na neki nǎcin imamosituaciju ”kokoška ili jaje”. Fluksevi sigurnoutiču na
visinuPGS-aali njihove vrednostisuodredjenetrenutnomvrednǒsću visinePGS-a.

Svo dosadǎsnjeizlaganjeu vezi sanestabilnomstratifikacijommogúceje sintetǐcki prikazatikaona
slici (2.18)gdeje u levom delu(a) apscisaza L dok je u desnomdeluslike (b) apscisazi a L. Obeosesu
u logaritamskoj razmeri.Kod stabilnihstratifikacijapokazalosedaako seu izměsanomsloju umestoL
uvede”lokalna” M-O razmera,Ll , koja imaisti oblik kaoi L stim štofluksevi momentai toploteuzimaju
lokalnevrednosti.Drugim rečima,alokalna,Ll semenjavisnomz. Dakle

Ll b Θwu2c 3
κgwθ b f d ze (2.43)

Sigurnoje jedanod razlogazavisnostilokalneMonin-Obuhov dužineod z-a činjenicadaje kod stabilne
stratifikacijerežim je odredjenlokalno, onoliko koliko ima raspolǒzive tke da se vrši rad protiv sile
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Slika 2.15: Izgledlidarske slikekonvektivnihtermika,gdeserefleksijavrši naaerosolimakoji su”poku-
pljeni” pri tlu, (premaHuperu(6) ).

potiska.Analognoprethodnojslici zanestabilnerežime,stabilnirežimi semogushematskiprikazatikao
naslici (2.19)
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Slika 2.16:Tipičanizgledrolni u PGS-u, (premaStulu(24) ).
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Slika 2.17: Profili fluksatoplote premarezultatimaWangara eksperimentaprikazani: a) dimenzionof
wθ g 0 premaz (km)i b) bezdimenzionowθ h wθ0 premazh zi , (premaStulu(24)).
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Slika 2.18:Shematskiprikazrazličitih rězimakoji semogusrestiu PGS-u.Uočiti daseapsciserazlikuju
na levomi desnompanelu,(premaStulu(24)).
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Statisti čke teorije turb ulencije

3.1 Korelacionefunkcije, integralni i mikr orazmer

Korelacionimetododnosnokorelacionefunkcije su jedanod osnovnih nǎcina opisivanjaslučajnih
promenljivih, a za to je turbulencijaprimer par excalance.Nije ni čudoda je N.A. Kolmogorov, koji
je daoaksiomatske osnove računaverovatnóce , i u statistǐckoj teoriji turbulencijedaofundamentalne
priloge. Korelacionefunkcije se mogu definisatikako za skalaretako i za vektoreodnosnotenzore.
Tako imamokorelacionefunkcije za: brzinu, temperaturu,gustinu,pritisak,...,i to ako je promenljiva
prostornakoordinata,definǐsemoprostornukorelacionufunkciju,aako je promenljivavreme,definǐsemo
vremenskukorelacionufunkciju ili auto-korelacionufunkciju. Kadaseuzimau obzirtrodimenzionalnost
prostoramogúce je uop̌stiti korelacionufunkciju u korelacioni tenzor. U ovom odeljku mi ćemose
koncentrisatina polja homogenei izotropneturbulencije kao najprostijemogúce slučajeve. Tadase
promenesvodenapromeneξ � ∆x u nekom pravcu uslovno obelězenomsax.

Primer 1. Prostornakorelacionafunkcijax komponentebrzine:

R� ξ ��� u � x0 � ξ � u � x0 �
u � x0 � 2 (3.1)
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Primer 2. Vremenskakorelacionafunkcijax komponentebrzine:

RE � τ �F� u � t0 � τ � u � t0 �
u � t0 � 2 (3.2)

IndeksE oznǎcava da je u pitanju Ojlerovska(Euler) korelacionafunkcija kod koje semerenjabrzine
vršeu fiksiranimtačkamaau različitim vremenskimtrenucimat � t0 i t � t0 � τ . ČěsćeseposmatraLa-
graňzovska(Lagrange)vremenskakorelacionafunkcijagdeseansambldelićaprati u prostorui korelǐsu
sebrzinesakrajeva vremenskog intervalaτ � t � t0 .

RL � τ � � u � t0 � τ � u � t0 �
u � t0 � 2 (3.3)

U prethodnimizrazimase pojavljuju veličine x0 kao i t0 ali to je samoradi jasnijeg opisaodnosno
ukazivanja izmedjukojih tačaka,u slučaju prostornekorelacionefunkcije, i kojih trenutaka,u slučaju
vremenske korelacije,seračunajukorelacije. Njihovo odsustvo na levim stranamajasnoukazujedase
radio izotropnimodnosnohomogenimpoljima. Tipični oblici korelacionihfunkcijasudatinaslici (3.1)

ξ)R  (1

ξ)R  (2

R(ξ)

ξ

1.

0.

Slika 3.1:Primeri tipičnihkorelacionihfunkcijakada:monotonoopadaR1 � ξ � ,i kadatězi nuli uzimajúci
i negativnevrednostiR2 � ξ �
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Osnovni parametrikorelacionihfunkcija su integralni ili makrorazmeri mikrorazmer. Integralni ili
makrorazmersedefinǐsekao

Λ � ∞�
0

R� ξ � dξ (3.4)

Premadefiniciji integralnograzmerasledidaonpredstavlja površinuispodkorelacionekrive. Analogno
sedefinǐsei vremenskiintegralni razmer

T � ∞�
0

R� τ � dτ (3.5)

Iz oblika korelacionihfunkcija vidi sepostepeniprestanakuredjenostinekogapolja: količine kretanja,
pritiska, temperature...U dosadǎsnjemtekstunekoliko putaje bila spominjanaempirijskačinjenicao
postojanjuvrtloga različitih vremenskihi prostornihrazmera. Njihovo postojanjeje implicitno pret-
postavljeno već kod ideje o rastavljanju trenutnihvrednostina srednjuvrednosti odstupanje.Njihovo
postojanjeje čak i vizuelnomogúce pokazatiukoliko seu fluid ubacifluorescentnaboja i osvetli seiz
pogodnogugla. Tadasejasnovidi postojanjevrtloga odnosnomikro strujica,različitih veličina kao i
njihovo nastajanjei nestajanje.Takodjesemožeuočiti velika raznolikostu pogleduveličinetih vrtloga.
Najveći vrtlozi su redaveličine samoggranǐcnog sloja dok su najmanji za više redova veličine manji
od najvećih. Kadabi seturbulentnopolje sastojalosamood najmanjihvrtloga situacijabi bila slična
onoj kod kinetičke teorijegasova uz modifikacijudužine ”slobodnogputa”. Kadabi bili prisutni samo
najveći vrtlozi opetbi situacijabila mnogojasnijajer, baru principu,kadabismose”spustili” nanjihove
razmereili něsto ispodnjih imali bi poslasauredjenimstrukturama,dodǔsekoje nastajuili nestajuali
nato smoveć navikli u meteorologiji,recimonastajanjei nestajanjeciklonaili anticiklonai sl. Upravo
osnovni razlogza těskoće kod razumevanjai matematǐckog opisivanjaturbulentnihpolja je těskoća da
sepredstavi postojanjevrtlogaveomarazličitih razmerai njihova neprestanainterakcija.

No, vratimosekorelacionimfunkcijama.Iz oblikakorelacionefunkcijemožemodadobijemosliku,
opis prostorneili vremenske struktureturbulentnogpolja. Tako, ako korelacionafunkcija brzo opada
od početnevrednosti,koja je po definiciji R� 0��� 1, to znǎci i da je u prostornomdomenu(ako je reč
o prostornojkorelacionojfunkciji) prisutan,statistǐcki rečeno,prili čanbroj vrtloga razmerana kojima
se uočava nagli padvrednostikorelacionefunkcije. Ako je, naprotiv, korelacionafunkcija ”ravnija”,
sporijeopda,to znǎci da su vrtlozi većih razmera,u poredjenjusaprethodnimslučajem,”prisutniji”.
Napomenimodasasvimmali vrtlozi nemajuuticajanaporast/smanjenjehaotǐcnostikod većih razmera.
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Oni samohomogenizujupolja na manjim razmerama.Poslediceovogaće kasnijebiti detaljnijeanal-
izirane.Pokǔsajmosadadarazmotrimoslučaj laminarnogkretanjaviskoznogfluida saovog stanovišta.
Uočimonekidelić fluida i u misaonomeksperimentupratimogaduž njegove trajektorije.Tako recimou
slučajutokapreko ravnepločeonaje prili čnopravolinijska. Ako sadaizračunamovrednostkorelacione
funkcije za taj delić, videćemoda je onaparktǐcno stalnojednakajedan. Razlogtomeje što ono koje
mi zovemodelić ima prostornerazmerekoje sumnogoredova veličinavećeod molekulakoji bi jedini,
sasvojim haotǐcnim kretanjima,mogli da smanjevrednostkoeficijentakorelacije. Medjutiim, turbu-
lentnokretanjeseodlikuje postojanjemvrtlogaraznihveličina koji nastajui nestaju.Kakav je ukupan
efekatvrtloga različitih veličina nije lako odmahrazumeti. Zato, uprostimosliku tako što ćemoanal-
izirati pojave u sudupravilnog geometrijskog oblika (recimoparalelopipeda)sakonvekcijom kod koga
seturbulencijastvarazagrevanjemdna. Kadasednozagreva, uop̌stegovoréci, topliji fluid isplivava a
hladniji sespǔsta.Kako izgledageometrijatog isplivavanjai spǔstanjazavisi od razlike temperaturedna
i temperaturefluida kaoi od koeficijentaviskoznostifluida. Prva istrǎzivanjaBarnar-a u laboratorijisu
dalaslike heksagonalnih́celija kasnijenazvanih Barnar-ovih ćelija. Teorijsko objǎsnjenjeje dao lord
Rejli koji je objasnioformiranjećelija kaouticaj uticaj viskoznostii vertikalnoggradijentatemperature.
Medjutim,u slučajumaleviskoznostisituacijaje drugǎcija. Situacijapostajekomplikovanijau pogledu
mogúcih geometrijakretanja.Pri veomamalimvrednostimarazlike temperatura,kaoprvi uredjenoblik,
javlja secirkulacijasajednomćelijom. Pri daljempovećanjurazlike temperaturajavljaju sedve ćelije.
Pri daljem povećanju duž osaćelija pojavljuje se talasanje. Ako se ovo opǐse pojmovima Furijeove
analizeprvi slučaj ima samojedanharmoniksajasnoizraženomamplitudom,dok levo i desnood toga
imamošum. U drugomslučaju imamodva harmonikapri čemuje talasnadužina drugogharmonika
dva putakraća od prve. Treća slika bi imala četiri harmonikačije su talasnedužine dva putaveće od
odgovarajúcih harmonikaiz drugogslučaja.

Sistemjednǎcinakojeopisujukonvekcijusesvodi nasistemodtri zavisnepromenljive čija seevolu-
cija možepredstaviti u faznomprostorutako štoeliminišemovremekaonezavisnupromenljivu. Svaka
odpromenljivih zavisi odvremenakaoparametra(u matematicisegovori o parametaraskimjednǎcinama
krivih u prostoru).Tako, u početnomtrenutkusvakaodtri veličineimanekuvrednosti taj skupodredjuje
tačku u faznomprostoru. Kako vremeprolazi tako sei tačka, koja reprezentujestanjeu tom trenutku
”pomera” jer sevrednostitri promenljive menjaju.Kriva u prostoru,koja spajasve ove tačke je trajek-
torija. Ako je trajektorijakrug tadaje procesperiodǐcan,karakterǐsesejednomfrekvencom,i to je nǎs
prvi slučaj. ’ Drugi slučaj, sadva harmonikau faznomprostoru,je predstavljen sadve skoro zatvorene
krive (nalik nadva krugauzajamnomalopomerenih)tako daseistorija ponavlja nakon prolaskapreko,
uslovnogovoréci, obekrive. U poslednjemopisanomslučajuimamosloženijuputanjuod"četiri" krive
koje opetformiraju jednuzatvorenukrivu. Svaki od ovih procesaje periodǐcan,naravno sarazličitim
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periodima. Ovo sve još nikakve vezenemasa turbulencijom, već su to jednaza drugombifurkacije
(udvostrǔcavanje) postojécih frekvenci. Pri daljem,ali još uvek veomamalompovećanjutemperaturne
razlike něsto seneobǐcno děsava. Ako pratimo trajektoriju po kojoj sesistemkreće uočavamo da se
onanikadanezatvara. Izrazuočavamotrebaveomauslovno shvataiti jer je putanjau tom slučaju tako
jako komplikovanadasutrebalegodineanaliziranjadabi seonashvatila. No jednastvar je neosporna,
putanjasenigdene zatvara,dakleprocesje neperiodǐcan. Štaseděsava u trodimezionalnomprostoru
dok seispisujetrajektorijau faznomprostoru?Nekasistemstartujesauzlaznomstrujomu sredinisuda
sadve silazneu blizini zidova. No ova slika će da semenja(inače bi tačka u faznomprostorustala)
i uskoro može da sepojavi uzlaznastrujaduž obazida a silaznaoko sredine.Sve medjuvarijantesu
mogúce i pojavićese.Medjutim,napitanjedali nakon jednograsporedauzlaznihi silaznihstrujasledi
neki drugi nemaodgovora. Sistemspontanoprelazi iz jednogstanjau drugo. Pitanjeje da li seposle
makari veomadugogvremenapojavi istaslika? Jerako seto desiistorija nakon tog momentasemora
ponoviti i time je sistemzavršio osnovni ciklus i dalje sledi ponavljanje, ma koliko složenogoblika
putanjabila. Odgovor naovo pitanjeje već datsaoblikom trajektorijeu faznomprostoru.Dakle,nikada
senéce završiti ciklus i sistemsenikadanéce ponoviti, a to znǎci da je sistemneprognozljiv. To već
li či naturbulenciju jer smodobili elemenathaotǐcnosti. No, još uvek negovorimo o punoj turbulenciji.
Potrebnoje dodatnopovećanjegradijentatemperaturedabi sepojavila punaturbulencijasanastajanjem
i nestajanjemturbulentnih elemenatai to svih mogúcih veličina. Upravo je to nedostajúci elementu
prethodnojpriči o konvekciji u zatvorenomsudu.

Ako sadaračunamokorelacionufunkciju za nǎs problemkonvekcije možemoočekivati u početku,
pri postojanjudve struje,daćekorelacionafunkcija biti bliskajedinici do razmerapolovine suda.Tako,
doksmounutarkoherentnestrukturejednogodvrtlogakorelacionafunkcija ćestalnobiti bliskajedinici.
Na većim razmerama,zboguticajadrugogvrtloga,vrednostkorelacionefunkcije ćesenaglosmanjiti.
Kadazbogpovećavanja razlike temperaturafluida i dnasudaslika postanesloženija, jer sepojavljuju
dodatnivrtlozi manjih razmera,korelacionafunkcija brže opadaod vrednostibliske jedinici. Nagib
krive će biti veći kako se generǐsu sve manji i manji vrtlozi. Pri ”punoj” turbulenciji imamo veliki
rasponu razmeramavrtlogakaoi različit broj vrtloganarazličitim razmerama.I konǎcnopostojistalna
interakcija(sudaranje)postojécih vrtloga.

Poredovemisaoneanalizekonvektivnogměsanja,fizički smisaointegralnograzmerasemoždamože
bolje razumetii na sledéci nǎcin. Pretpostavimo da uporedosa realnim turbulentnim poljem imamo
takvo slučajno polje kod kog je korelacionakriva jednaka1 do vrednostiΛ a iza toga jednakanuli.
Ovo je prikazanonaslici (3.2) , s tim što je uporedoprikazanai korelacionakriva realnogturbulentnog
polja. Dakle, imamomaksimalnuuredjenost(determinisanost)do razmeraL, a tadanastupapotpuna
neuredjenosti korelacionakriva padananulu. Iz poredjenjastvarnei idealizovanekorelacionefunkcije



Korelacione funkcije , integralni i mikr orazmer 57

ξ

1.

0.
Λ

R( )

ξ

Slika 3.2: Uz definicijuintegralnog razmera

možemozaključiti da integralni razmerdajerazmerturbulentnihelemenatakoje bi imalo polje u kome
imamoturbulentnokretanje,a koje se sastojiod skoro jednakihturbulentnih elemenataredaveličine
integralnograzmera.

Poredintegralnograzmerasledécim postupkom definǐsesedrugi prostornirazmerkoji karakterǐse
polje turbulencije tzv. mikrorazmer. Za homogenuturbulenciju korelacionafunkcija je parnafunkcija
(zǎsto ?). Zato možemokorelacionufunkciju, u okolini koordinatnogpočetka,da aproksimiramosa
kvadratnomfunkcijom f � τ �

R� τ ��� f � τ �F� 1 � aτ2 (3.6)

gdeprametara definǐsekrivinu korelacionefunkcije u τ � 0. Uobičajenoje daserelacija(3.6)pišei u
obliku:

f � τ �F� 1 � τ2 h λ2 (3.7)

gde λ predstavlja presekparabolei τ ose. Veličina λ senaziva vremenskimikrorazmerturbulencije.
Potpunoanalognosedefinǐseprostornimikrorazmerturbulencije. Koji je njegov fizički smisao? Da bi
odgovorili naovo pitanjeizvešćemoizrazzasrednjigradijentbrzinezahomogenui izotropnuturbulen-
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ciju. U tomslučaju izraz(3.1)postaje:

R� ξ ��� u � ξ � u � 0�
u � 0� 2 (3.8)

Ako sadau � ξ � razvijemou redoko tačke ξ � 0 dobijamo:

u � ξ �F� u � 0� � ξ � ∂u
∂x � 0

� 1
2
� ∂2u
∂x2 � 0

ξ2 ������� (3.9)

pabrojilacu izrazu(3.8)postaje

u � 0� 2 � ξ � � ∂u
∂x � 0

u � 0� � 1
2

ξ2 � � ∂2u
∂x2 � 0

u � 0� ������� (3.10)

Zbogpretpostavke o izotropnostii homogenostivaži:� ∂u
∂x � 0

u � 0��� 1
2

∂
∂x � u2 � 0�)� 0 � 1

2
∂
∂x � u2 � 0�)� 0 � 0 (3.11)

Dakle

R� ξ ��� 1

u � 0� 2 � u � 0� 2 � 1
2

ξ2 � ∂
∂x

u � 0� � 2 ������� � (3.12)

Kako je sadrugestrane,premadefiniciji mikrorazmera,koeficijentuz ξ2, u razvoju R� ξ � , jednak1h λ2

sledi:

1
λ2 � 1

2u � 0� 2 � ∂
∂x

u � 0� � 2

(3.13)

ili � ∂u � 0�
∂x � 2 � 2u � 0� 2

λ2 (3.14)
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pasekonǎcnozasrednjigradijentbrzinedobija:� ∂u � 0�
∂x � 2 ��� 2 � u � 0� 2

λ
(3.15)

Iz overelacijeproizilazidasrednjigradijentbrzineimazakarakteristǐcni prostornirazmerupravo mikro-
razmer, λ.

Poredrelacije(3.15)mikrorazmerλ setakodjejavlja u izrazuza srednjudisipaciju.Dabi to pokazali
uočimo delić fluidamaseδm. Radu jedinici vremenakoji okolina vrši naddelićemdatje izrazom:

δm
dW
dt

� ∂
∂x

� τxx � ux � δx � δy � δz � ∂
∂x

� τyzuy � δxδyδz ������� � ∂
∂xk

� τki � ui � δV (3.16)

ili

dW
dt

� α
∂

∂xk
� τki � ui � δV (3.17)

gdeje

α � 1
ρ
� dV

dm
(3.18)

Kako je promenakinetičke i potencijalneenergije jednakaradunaponapo jedinici površinedobijase:

d � Ekin � Epot �
dt

� d
f
u2

i h 2 � Φ g
dt

� αui
∂τki

∂xk
(3.19)

Ukupnaenergija delića, zbir kinetičke, potencijalnei unutrǎsnje,E � Ekin � Epot � U , premaprvom
principutermodinamike, možedasepromeniako sevrši rad,dW, ili sedovodi/odvodi toplota,dQ:

dE
dt

� dQ
dt � dW

dt
(3.20)

Iz prethodnihrelacijapromenaunutrǎsnjeenergije, zbogviskoznedisipacije,je:

dU
dt

� ατki
∂ui

∂xk
(3.21)
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Kako tenzornapona,kod viskoznogfluida, imakomponenete:

τxx �K� p � 2
3

µ∇ � v � 2µ
∂u
∂x

τxy � µ � ∂u
∂y � ∂v

∂x � (3.22)

τyy � (3.23)

τxz � (3.24)

τzz � (3.25)

τzy � (3.26)

to je
dU
dt

� αµ

� 2 � ∂u
∂x � 2 � 2 � ∂v

∂y � 2 � 2 � ∂w
∂z � 2 � 2 � ∂u

∂y � ∂v
∂x � 2 � 2 � ∂u

∂z � ∂w
∂x � 2 � 2 � ∂v

∂z � ∂w
∂y � 2 � (3.27)

U slučajuhomogenei izotropneturbulencije,izrazzasrednjudisipacijuje:

D � dU
dt

(3.28)

koji zbogrelacija: � ∂u
∂x � 2 � � ∂v

∂y � 2 � � ∂w
∂z � 2

(3.29)



Korelacione funkcije , integralni i mikr orazmer 61

i � ∂u
∂y � 2 � � ∂v

∂x � 2 � � ∂u
∂z � 2 � � ∂w

∂x � 2 � � ∂v
∂z � 2 � � ∂w

∂y � 2

(3.30)

i � ∂u
∂y

∂v
∂x � � � ∂u

∂z
∂w
∂x � � � ∂w

∂y
∂v
∂z � 2

(3.31)

postaje

D � dU
dt

� 6ν � � ∂u
∂x � 2 � � ∂u

∂y � 2 � � ∂u
∂y

∂v
∂x � � (3.32)

Ovaj izrazsemože i daljeuprostiti jer ∂uh ∂x ; ∂vh ∂y i ∂uh ∂y∂vh ∂x takodjenisumedjusobnonezavisni.
Izvodjenjete vezeje dostakomplikovanoi ovdećeseprikazatisamokonǎcni rezultatzadisipacijukoji
glasi:

D � dU
dt

� 7 � 5ν � � ∂u
∂x � 2 � (3.33)

Kadasejoš uzmeu obzir i definicijamikrorazmera,konǎcnosedobija:

D � dU
dt

� 15ν
u � 0� 2

λ2 (3.34)

Ovaj rezultat nam omogúcuje procenuvremena”gašenja” turbulencije. Neka se u nekom trenutku
prekinetransferkinetičkeenergije iz srednjeg toka.Disipacijaondamenja(”troši” ) turbulentnukinetičku
energiju brzinom:

∂
∂ t

� q2

2 � � 3
2

∂
∂ t

u � 0� 2 � u � 0� 2
λ2 1

15ν
(3.35)

Relacija(3.35)pokazujedaje vremenskirazmerdisipacije(vremeu kom q2 opadnezafaktore), τdisp �
λ2 h 7 � 5ν. Ponekadseiz ove relacijeizvodi zaključak dasedisipacijai dogadjanaprostornomrazmeru
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redaλ. Ovo je pogrěsanzaključak jer relacija(3.35)dajebrzinu disipacijetj. njom seodredjujevre-
menskirazmerpromeneturbulentnekinetičke energije. Kasnijećemopokazatina kom seprostornom
razmeruzaistadogadjadisipacijai koja je vezaizmedjurazmeradisipacijei mikrorazmera.Kao ilus-
tracijapostupkakojim sepovezuju∂uh ∂x ; ∂vh ∂y i ∂uh ∂x∂vh ∂y poslǔzićesledéci problem.

Problem: Izvestivezuizmedju � ∂u
∂x � 2 � � ∂v

∂y � 2

i � ∂u
∂y

∂v
∂x � �

Podjimood jednǎcinekontinuitetazanestǐsljiv fluid:

∂u
∂x � ∂v

∂y � ∂w
∂z

� 0 (3.36)

Ako je kvadriramoi osrednjimodobijamo:� ∂u
∂x � 2 � � ∂v

∂y � 2 � � ∂w
∂z � 2 � 2 � ∂u

∂x
∂v
∂y � � 2 � ∂u

∂x
∂w
∂z � � 2 � ∂v

∂y
∂w
∂z � � 0 (3.37)

Opetzaizotropnuturbulencijuprva tri članakaoi drugatri članasumedjusobnojednaka,̌stodaje:� ∂u
∂x � 2 �K� 2 � ∂u

∂x
∂v
∂y � (3.38)

Na kraju napǐsimojednǎcinu (3.38)u simetrǐcnoj formi:�
∂u
∂x

∂v
∂y �� �

∂u
∂x � 2

� �
∂v
∂y � 2

�K� 1
2

(3.39)

3.2 Tenzor korelacije

Tenzorkorelacijeje uop̌stenjepojmakorelacionefunkcije,a koji sedefinǐnasledéci nǎcin:

Ri j � u j � x ��� u j � x � r � (3.40)
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Slika 3.3: Uz definicijutenzora korelacije

ili kraće

Ri j � ui u j (3.41)

Komponentebrzine su predstavljene na slici (3.3) ; ui je i-ta komponentabrzine u tački x, a u j j-
ta komponentabrzine u tački x+r . Mi ćemose u daljem izlaganjuogranǐciti na slučaj homogenei
izotropneturbulencije.U okviru tenzorske analizedokazujesedasesvaki izotropni tenzordrugogreda
možepredstaviti u obliku:

Ri j � r �F� A � r ��� r ir j � B � r ��� δi j (3.42)

gdesuA � r � i B � r � skalarnefunkcije rastojanjar. Drugim rečimapoznavanjetenzorakorelacije,veličine
sa 9 odnosno6 komponenti,se u izotropnomslučaju svodi na poznavanje dve skalarnefunkcije. U
mikrometeorologijije uobǐcajenodaseRi j � r � pišeu něstodrugǎcijem obliku:

Ri j � r � � u2 � 0� � f � r ��� g � r �
r2 r ir j � g � r ��� δi j � (3.43)

jer sefunkcijama f � r � i g � r � mogudati jednostavnafizičkatumǎcenja.Tako sezai � j � 1 i r ��� ξ � 0 � 0�
dobija:

R11 � ξ ��� u2 � 0�$� f � ξ ��� g � ξ �
ξ2 ξ ξ � g � ξ ��� 1� � u2 � 0� f � ξ � (3.44)
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Slika 3.4: Rasporedbrzinakod definicijafunkcija f � r � i g � r � .
Dakle

f � ξ �F� R11 � ξ �
u2 � 0� (3.45)

predstavlja korelacijukomponentebrzineu pravcu x-oseizmedjudve tačke koje takodjeleženax-osi na
medjusobnomrastojanjux. Naravno, pǒsto je u pitanju izotropnaturbulencijaovo važi i za drugadva
pravca.Fizički smisaofunkcijeg � r � dobícemoako uzmemoi � j � 2 aopetr ��� ξ � 0 � 0� . Tadasedobije:

g � ξ �F� R22 � ξ �
u2 � 0� � (3.46)

Tako g � ξ � predstavlja korelacijukomponentebrzineu pravcunormalnxiomunax-osu,izmedjudvetačke
koje leženax-osi namedjusobnomrastojanjuξ. Rasporedveličinakoje definǐsu funkcije f � r � i g � r � je
dat na slici (3.4). Uobičajenoje da se f � r � naziva longitudinalnakomponenta,a g � r � transverzalna
komponentatenzorakorelacije,premanjihovom položajuu odnosunapravackoji spajatačke u kojima
seračunakorelacija.

3.3 Elementi spektralneanalize

Čestosepostǐzebolje razumevanjeprocesaili pojava ukoliko seizvrši tzv. spektralnaanaliza.Spek-
tralnaanalizaje postupakodredjivanjaskupaFurijeovih koeficijenata.Tu postojedva osnovnaslučaja.
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Ako seanalizirakonǎcanskupvrednostiili ako funkcija (veličina) uzimavrednostisakonǎcnoginter-
vala. Ako je u pitanjubeskonǎcaninterval tadaseodredjujeFurijeov integral. Furijeov red/integral se
možepredstaviti preko skupasinusnihili kosinusnihfunkcija ili, uz korišćenjeOjlerove formule,preko
skupakompleksnihfunkcija, exp � iνt � za vremenskidomenili exp � ikx� za prostornidomen,gdesu ν
frekvencaa k talasnibroj. U okviru prvog slučaja, konǎcnogdomena,postojedve mogúcnosti: ili daje
skupvrednostinezavisnih promenljivih (t,x,...) diskretanili daje kontinuaran.Diskretanskupserecimo
uvek srécekod rezultatamerenja.�

Oblastdefinisanostije konǎcani diskretanskup: Neka je A � xk � izmerenaveličina za vrednosti
promenljive xk (vreme,prostor...) i nekaje uradjenoN merenja.Tadavaži:

A � xk �F� N   1

∑
n¡ 0

FA � n� exp ¢£� 2iπxk
n
N
�)¤¥� N   1

∑
n¡ 0

FA � n� exp � � iωnxk �)� (3.47)

FA � n� senaziva diskretanFurijeov transformveličineA. On seračunapreko formule:

FA � n��� N   1

∑
n¡ 0

A � k �
N

exp ¢£�£� 2iπk
n
N
�)¤ (3.48)

U spektralnojanalizi,vremenskihpromenljivih, čestosesrécu sledéceveličine:¦ n broj ciklusa(poperioduT zavremenskidomen),¦ ñ broj ciklusaposekundinh T ,¦ f � ωn broj radijanapo sekundi� 2πnh T � 2πnh�� N∆t �
;
azaprostornidomen:¦ k broj talasa(po intervalu L zaprostornidomen).

Za n � 0, F � 0� predstavlja srednjuvrednost.Osnovnafrekvenca(talasnibroj jedan)je zan � 1. Za
n � 2

�
3.. imamovišeharmonike osnovnefrekvenceili većetalasnebrojeve.
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Oblastdefinisanostije kontinuaran konǎcanskup: U ovom slučaju sefunkcija A � x� predstavlja

preko beskonǎcnogFurijeovog reda:

A � k ��� ∞

∑
n¡ 0

FA � n� exp ¢ � i2πx
n
N
� ¤ � ∞

∑
n¡ 0

FA � n� exp � � iωnx�)� (3.49)

dokseizračunavanjeFurijeovih koeficijenataFA � n� vrši pomócu formula:
zasrednjuvrednost:

FA � 0�F� 1
T

T § 2�  T § 2 A � t � dt (3.50)

zaostalekoeficijente:

FA � n� � 1
T

T
2�  T
2

A � t � ë   2iπnt © dt (3.51)�
Oblastdefinisanostije skup( � ∞

� � ∞): Kada se želi razmatratifunkcija čija je oblastdefinisanosti
beskonǎcaninterval definisanostiili ako je u pitanjuneperiodǐcnafunkcijrae(tadaje oblastdefinisanosti
skup( � ∞

� � ∞) ) moraseuop̌stiti teorijaFurijeovih redova naFurijeov integral. Tadavaži:

A � t ��� �
ω

F � ω � ë i ω t © dω (3.52)

a spektralnafunkcija F � ω � seizračunava:

FA � ω �F� �
t

A � t � ë   i ω t © dt (3.53)

Tako, kadase razmatrajuneperiodǐcni procesiili ako je reč o teorijskim razmatranjimagovori se o
spektralnojgustini,FA � ω � (”spektarpo jedinici ω”). Razmotrimosadaspektarintenzitetavetrau blizini
tla premaračunukoji je izveo Van der Hoven (3). Na apscisisu naznǎceni broj ciklusana sat,gornji
redbrojeva i periodiu časovima, donji redbrojeva. Na ordinati je proizvod amplitudesaučestanǒsću.
Veomajasnosuizraženatri maksimuma:
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Slika 3.5: Primeri diskretnog spektra (levo) i kontinuarnog spektra (desno)

Slika 3.6: Shematskiprikazspektra vetra pri tlu premaračunuVanderHovena(3)



68 Statisti čke teorije turb ulencije¦ prvi je kod periodaodoko četiri dana,̌stoodgovarasinoptǐckim vremenskimsistemima,¦ drugi je kod periodaod 12 časova,koji je posledicadnevnoghodabrzinevetra,¦ treći je kod periodaod oko jednogminuta,koji je odrazturbulentnihfluktuacijabrzinevetra.

Možeseuočiti izraziti nedostatakprocesasaperiodomod oko desetakminutado nekoliko časova; ova
pojava senaziva ªspektralnimjazom.Čestoseprocesilevo od jaza,aako ih analiziramometodamateorije
turbulencije, nazivaju makroturbulencija, a procesidesnood jaza mikroturbulencija. Analiza makro-
turbulentnihprocesasenaǰcěsće vrši korišćenjemjednǎcina dinamike i termodinamike atmosfere,bez
osrednjavanja. Medjutim, ako kretanjau atmosferiposmatramosaplanetarnihrazmeramožesei ovde
uvestiaparatteorijeturbulencijegdetadaciklonei anticikloneshvatamokaoturbulentneelementejer nji-
hovo nastajanjei nestajanjetakodjekarakterǐseelementslučajnostiodnosnonepredvidljivosti. U ovom
pristupusejedinomorauzetiu obzir kvazi-horizontalnost makroturbulentnihvrtloga.

Poredspektralneanalizesamihveličinakaobrzine,temperature,pritiskaitd. od interesasui spektri
kvadrataveličina. Na prvom mestuje kvadratodstupanjabrzinetj. tke ali i ostalekvadratneveličine,
recimoauto-korelacionefunkcije i sl. Tako, ako saq2 � t � obelězimo trenutnuvrednosttke na osnovu
definicijespektrazakonǎcandomensledi:

q2 � t �F� ∞

∑
n¡ 0

Fq2 � n� ë iωnt © � ∞

∑
n¡ 0

Ekin � n� ë iωnt © (3.54)

dok u slučajuneperiodǐcnogili beskonǎcnogdomenavaži:

q2 � t � � �
ω

Fq2ë iωt © dω � �
ω

Ekin � ω � ë iωt © dω (3.55)

Analognou prostoru

q2 � x�F� �
k
Ekin � k � ë ikx© dk (3.56)

pri čemuje uvedenaoznakaEkin zaspektartke. Napomenimodaje u literaturi uobǐcajenaoznakaE � k �
za spektartke što ćemoi mi u daljemteksturaditi. Na osnovu ovih definicija možemoda formiramo
jednǎcine koje opisuju evoluciju spektraturbulentnekinetičke energije. Mi ćemose ovde ogranǐciti
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samonaspektralnureprezentacijute jednǎcine(1.48), dopunjenǔclanovima zaadvekciju i turbulentnu
difuziju tke. Njen izgledje:

∂
∂t
� q2

2 � � ∂
∂xk «Ukq

2 ¬ 2­ � ∂
∂xk

¢ uku2
i
¬ 2¤®�¯� uiu j

∂Ui

∂xk
� βgkukθ � ν

∂ui

∂xk

∂ui

∂xk
(3.57)

Čak i u ovako uprǒsćenomslučaju dobijanjeFurijeovog transferaje komplikovanopa ćemodati samo
osnovnenapomene.Furijeov transferprvog članasesvodi naFurijeov transfervremenskog izvodatke
jer suvremei talasnibroj nezavisni. Analognosudiferenciranjepo prostorui intrgraljenjepo talasnom
brojuk nezavisni, s tim štoseizvod funkcijeexp � ikx� pox svodi namnǒzenjefaktoromik. Drugi izvod,
koji se javlja kod članadisipacije,se tadasvodi na mnǒzenjefaktorom � ik � 2 �°� k2 končno kako su
talasnibrojevi medjusobnonezavisni integral prethodnerelacije,napisankomponentapo komponenta
doobijasledéci izgled:

∂E � k � t �
∂t � ∂Tr � t � k �

∂k
�K� φ � t � k � ∂U

∂z � βgγ � t � k �Q� 2νk2E � t � k � (3.58)

gdesu:¦ ∂E ¨ k ± t ©∂t lokalnapromenak-tekomponentespektra,¦ ∂Tr ¨ t ± k ©∂k konvergencijatransferaenergije krozspektarpreko talasnogbrojak,¦ � φ � t � k � ∂U
∂z produkcijazbogsmicanjak-te komponentespektra,¦ βgγ � t � k � produkcijazbog/protiv radasilepotiskak-tekomponentespektra;¦ � 2νk2E � t � k � viskoznadisipacijak-tekomponentespektra.

auzdefinicijezaγ
�
φ i ε :¦ wθv � ∞²

0
γ � t � k � dk

�¦ uw � ∞²
0

φ � t � k � dk
�¦ ε � ∞²

0
2νk2E � t � k � dk �

Advektivni člannedajenikakav doprinosako seučini pretpostavka dasufluksevi tkekrozbočnegranice
jednakinuli.
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3.4 Teorija sličnosti

Jedanod osnovnih problemastatistǐcke teorije turbulencije je upravo odredjivanje oblika funkcije
E � t � k � . Problemjoš uvek nije rěsenu celini, madasepoznajuformulezapojedinedelove spektra.Mi
ćemoseogranǐciti nanajprostijimogúc slučaj stacionarne,izotropne,homogenei mehanǐcke turbulen-
cije kod koje je jedini izvor energije produkcijazbogsmicanja.U tom slučaju spektarsene menjasa
vremenom.Analizu ovog slučajauradícemokoristéci idejeteorijesličnostikoju je postavio 1941.A. N.
Kolmogorov. Nezavisnood Kolmogorova Hajzenberg, Osaňzeri Vajceker sudǒsli do sličnih rezultata.

U osnovi ovih teorija je predstava da sepolje kretanja,kod potpunorazvijeneturbulencije,sastoji
od niza elemenataraznihprostornihrazmerakoji sestvaraju i nestaju,a u toku svog ” života” inter-
aguju sa okolinom menjajúci sebei okolne elemente. Upravo spektarenergije egzaktnoopisujeovu
sliku, jer uzsvakugrupuelemenatabliskih razmerasepridružuju Furijeovi koeficijenti.Tada,ako turbu-
lentni elementi,zauočenerazmere,posedujuvišekinetičike energije vrednostFurijeovih koeficijenata,
zaove elemente,́cebiti veća i obrnuto.Kako razmatramostacionarnuturbulencijuoblik spektarasene
menjau vremenutako dazaceospektardisipacijakinetičke energije senadoknadjujetransformacijom
kinetičke energije srednjeg toka.Možesestaviti primedbadaovarazmatranja,o mehanǐckoj turbulenciji
odnosnoo i prenosuenergije iz srednjeg toka u turbulentni nemajumnogovezesastanjemu atmos-
feri. U atmosferikretanjese dogadjazbogpretvaranjaraspolǒzive potencijalneenergije koja postoji
zboghorizontalnihrazlikau zagrejanosti.Ove razlike suizrazitekod planetarnihrazmerai kod sistema
sinoptǐckih razmera.Lokalnosemogujaviti i termǐcke razlike manjihrazmera(cirkulacijamore-kopno
ili jutarnjaodnosnovečernjacirkulacijau planinskimpredelima).Ali kod manjih razmera,razmerana
kojima sejavlja mikroturbulencijahorizontalnihtermǐckih razlikapraktǐcno nema.Podsetimoseda je
temperaturavazduhau hladovini i ”na suncu”u granicamamogúcnostimerenjaista.Naravno,vertikalni
gradijenttemperature,kako smoto već detaljnoanalizirali je važan izvor tke, ponekadi dominantan.
Medjutim, kompleksnostturbulentnih tokova saobaizvora tke onemogúcava, za sada,analizunjenog
spektra. Zato ćemoseu ovom delu izlaganjakoncentrisatina slučaj kadaje samokinetička energija
srednjeg tokaizvor turbulentnekinetičke energije.

Usled preprekapri tlu ili zbog unutrǎsnje nestabilnostitoka u PGS-use formiraju relativno veći
vrtlozi, od većih manji, od ovih još manji i tako sve dok nedodjemodo vrtloganajmanjihrazmerakoji
su dovoljno mali da seusleddisipacijesva njihova kinetička energija pretvori u toplotu. 1 Situacijaje
lepoopisanastihovima koji sepripisujuL.F. Ričardsonu:¦ ”Veliki vrtlozi imaju malevrtloge,

1Ovo je tzv. Landauslika nstaankaturbulencijekojaseu poslednjevremedovodi u pitanje.



Teorija sli čnosti 71¦ koji sehranenjihovom brzinom;”¦ mali vrtlozi imaju manjevrtloge,¦ i tako daljedoviskoznosti.”

2 Koji to mehanizamobezbedjujepostojanjeveomaširoke skaletalasnihbrojeva, naravno ako je zado-
voljenaosnovnapretpostavka da je Redovoljno veliki? To je nelinearnainterakcija kaoposledicane-
linearnostičlanaadvekcijeu jednǎcinamakretanja.Pretpostavimo daseu komponentasastojiod samo
dva talasaistih amplituda:

u � x��� U sin� k1x� � U sin� k2x� (3.59)

Dakle spektarkomponentebrzine u se sastojiod samodve vrednosti. U narednomtrenutkuprema
jednǎcinamakretanja,

uτ ³ 1 � uτ � ∆t � SGP � KOR � DIS � NL � (3.60)

gdesuoznakeSGPzasilu gradijentapritiska,KORzaKoriolisovu silu, DIS zadisipacijui NL je oznaka
zanelinearaňclan.Kaoposledicaprisustva nelinearnoǧclana:

NL � u∂u
∂x ������� � U sin� k1x� U cos� k2x� �������� 1

2U sin� � k1 � k2 � x � α1 � � 1
2U sin� � k1 � k2 � x � α2 � ������� (3.61)

imamodasegenerǐsu, poredprvobitnih brojeva k1 i k2, novi talasnibrojevi � k1 � k2 � i � k1 � k2 � . Raz-
motrimomalokakva je posledicamedjusobnogodnosak1 i k2. Ako je k1 ´L´ k2 tadaje k1 � k2 � k1 a
k1 � k2 � 0 štoznǎci danelinearnainterakcijaveomarazličitih talasanedonosiništanovo. Naprotiv, ako
je k1 � k2 � k tadaje k1 � k2 � 2k maksimalnamogúcavrednostzbira. Iz ovih krajnjih mogúcnostijasno

2U svetlostikritike Landauslike stavaranjemanjihvrtlogaiz većih semožezamenitiinterakcijomvrtlogabliskih razmera,
pasepesmicamožepreformulisatikao:µ ”Veliki vrtlozi interagujusamalimvrtlozima,µ koji sehranenjihovombrzinom;µ mali vrtlozi interagujusamanjimvrtlozima,µ i tako daljedoviskoznosti.”
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sledi da senelinearnomintearakcijomsličnih talasnihdužina (razmera)postǐze najveći efekat. Gener-
isanjemsve većih i većih talasnihbrojeva kao i njihovom medjusobnominterakcijomubrzosespektar
”popuni” sasvim mogúcim talasnimbrojevima. Disipacija tke je mehanizamkoji na kraju ”zaustavi”
ovaj proces.Ona,naravno,postojikodsvihrazmerakretanja.Ipak,najveći deodisipacijesedogadjakod
najmanjihelemenata(najvećih talasnihbrojeva), jer onarastesakvadratomreciprǒcnevrednostikarak-
trističneprostornerazmereturbulentnihelemenata.Zaista,ako u članzadisipacijuν∂2U h ∂x2 uvrstimo
karakteristǐcnevrednostizaodgovarajúceveličine,zarazmerdisipacijedobijamoνU h L2.

Videli smodasespektarformirakaoposledicanelinearnihinterakcija.Kakoonizgleda?Metodologija
kojom ćemopokǔsati da odredimooblik spektraje teorija sličnosti. Njenaosnovna hipotezaje da su
statistǐcke karakteristike napisaneu bezdimenzionalnojformi preko odgovarajućih parametara, za do-
voljnovelike talasnebrojevetj. dovoljno”daleko” odnajvécih elemenatakodkojih sejoš ”oseća” uticaj
karakteristikasrednjeg toka,univerzalne. Tako seondamože tražiti formulaza taj deospektrakoji bi
trebaloda je isti za sve ”turbulencije”. Trebastalnoimati na umu uslov da Rejnoldsov broj morabiti
dovojlno veliki dabi setaj deospektrauop̌sterazvio.Karakteristike vrtlogatih razmerasuu velikoj meri
slučajne.Za njih ćenpr. svi pravci, statistǐcki posmatranobiti ravnopravni, tj. turbulentnielementi,vrt-
lozi, ćebiti izotropnibezobziranaorijentacijunajvećih vrtloga.Kaoilustracijamogudaposlǔzemerenja
Tausenda(1948)pri opticanjufluida oko dugǎckog cilindra. Ako je Rejnoldsov broj bio dovoljno veliki
kretanjeje bilo turbulentnoi to tako da seu neposrednojblizini cilindra jasnouočavala neizotropnost
kod najvećih vrtloga,ali sedaljeod prepreke pokazujedasuvrtlozi manjihrazmerapribližnoizotropni.

Ako statistǐckeosobinemalihvrtloganezaviseodkarakteristikavrtlogasanajvǐseenergije, postavlja
sepitanjeod čegaove osobinezavise. Kolmogorov je predpostavio dasuodredjujúci parametribrzina
disipacijeε i koeficijent viskoznostiν i, naravno, nezavisna promenljiva, talasnibroj k. Dakle pret-
postavka je davaži:

E � k ��� f � ν � ε � k � (3.62)

Sledéca tabeladaje dimenzijeveličina koje se pojavljuju u relaciji (3.62). Iz ove tabele,na osnovu

veličina E(k) ν ε k
dimenzije L3T   2 L2T   1 L2T   3 L   1

Tabela3.1: Veličinei njihovedimenzijekoje odredjujuoblik spektra tkeu ravnotěznojoblasti
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zahteva zadimenzionalnomhomogenǒsću leve i desnestranerelacije(3.62),sledidaje:

E � k �
ν5§ 4ε1§ 4 � f � k

ν   3§ 4ε1§ 4 � (3.63)

Dakle dobijenaje funkcionalnavezasajednim argumentom.Napomenimoda je pretpostavka o zav-
isnostiE � k � samood ν i ε sadřzaj takozvaneprve hipotezeKolmogorovljeve teorije sličnosti. Oblast
spektraza koji važi ova hipotezasenaziva ravnotěznaoblast. Naziv potiče od pretpostavke da seus-
postavilo stacionarnostanjeu kom je sav priliv energije od većih talasnihbrojeva uravnotězennjenom
disipacijom.

DrugahipotezaKolmogorovapretpostavlja jošvećeRejnoldsovebrojeve. SapovećanjemRejnoldsovog
brojaobrazujusejošmanji turbulentnielementi,i prǒsirujeseravnotěznaoblast.Ako je sadaravnotězna
oblastdovoljno širokamožesepojaviti situacijakadaelementisa”početka”ravnotězneoblastigotovo da
i neučestvujuu disipaciji. To ondaznǎci dani statistǐcke karakteristike tih elemenatanezaviseod disi-
pacije,štonakrajudovodi dozahteva danjihove statistǐcke osobinenetrebadazaviseodν. Turbulentni
elementiseunutarte oblastimorajupodesititako dasenjihovim medjusobniminterakcijama(inercijal-
nim silama)izvrši transportenergije ka manjim razmeramai,otprilike jednakukupnojdisipaciji. Tako
dobijamodruguKolmogorovljevu hipotezusličnosti:Pri dovoljno velikimRejnoldsovim brojevimapos-
toji unutarravnotězneoblasti,sastranevécih razmera, inercijalna podoblastu kojoj statistǐcke osobine
turbulentnihelemenatazavisesamood veličina ε i k .

Ovaj dodatniuslov omogúcava daseeksplicitnodobijezavisnostE � k �F� f � k � . Zaistaako u relaciji
(3.63)ν nesmedasepojavi ondafunkcija f morabiti algebarska,̌ciji je stepenodredjenpostavljenim
zahtevom. To dovodi do relacije:

E � k ��� const ε2§ 3k   5§ 3 (3.64)

Ovo je čuveni � 5h 3-ski zakon. Na slici (3.7) dat je idealizovan i prikazspektrakinetičke energije kod
mehanǐcke turbulencije. To je sintetǐcki izrazznanjao tom spektru.Njegova formulakoja bi pokrivala
sve talasnebrojeve još nije poznataali seznajuaproksimacijezapojedinedelove. Gornjeizvodjenjeza
ravnotěznuoblastje jedantakav primer. Vidimo dase,grubo,spektarmožepodeliti natri grupetalasnih
brojeva:¦ najveći turbulentnielementi(vrtlozi)i,¦ turbulentnielementi(vrtlozi) koji sadřzenajvǐseenergije,
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ke

k-5/3ε2/3

deo spektra koji zavisi
od mehanizma
postanka
turbulencije

deo spektra koji ne zavisi
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2
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ravnotezna oblast

Re
3/4
λ >>>1

Slika 3.7: Shematskiprikaz spektra. Naznǎcenesu oblasti vrtloga najvécih razmera, zatimoblastgde
je maksimumkinetǐcke energije, kao i ravnotěznaoblastkoja sadřzi inercijalnu podoblast.Takodje su
naznǎceneneke od funkcija koje opisuju pojedinedelove spektra. Za prvi deo spektra k4 i ε2k i za
ravnotěznuoblastε2§ 3k   5§ 3.¦ ravnotěznaoblast.

Svakaod ovih oblastimože imati svoje podoblastiu kojima semogudobiti lokalnezavisnosti od ta-
lasnogbroja k. Tako u prvoj grupi uočavamo početni deo sa porastomsrazmeransa k4, zatim sledi
linearni rastpo k. Iz drugogdelanemamonijednurelaciju,a kod ravnotězneoblasti imamo � 5¶ 3-sku
zavisnost.Ako želimodaprimenimoteoriju sličnostinanekudruguveličinu, moramoprvo darazmot-
rimo da li ta veličina u veomavelikoj meri trebada zavisi od osobinaturbulentnihelemenatamanjih
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razmera.Odgovor ovdeobično morada sedoneseintuitivnim putem. Ako smatramoda treba,odmah
zaključujemodaje posmatranaveličinafunkcijaν i ε, i nezavisnopromenljivih kojeulazeu njenudefini-
ciju. Dalji zaključci sedonoseprvenstvenodimenzionalnomanalizomali i svim ostalimrelacijamaza
kojeočekujemoili znamodavaže.Konǎcno,ako je u pitanjudovoljno veliki Rejnoldsov broj primenjuje
sei drugahipoteza.

3.5 Kolmogorovljeva teorija mikr oturbulencije; Struktur na funkcija

Poredopisaturbulencijepreko spektranekeveličine,Kolmogorov je predlǒzio dasezaprikazturbu-
lencijedefinǐsutzv. strukturnefunkcije. Na primerstrukturnafunkcija x-komponentebrzineu, definǐse
senasledéci nǎcin:

Duu � � u � x � r �Q� u � x�)� 2 (3.65)

ili uop̌stezaveličinu A :

DAA � �A � x � r ��� A � x�)� 2 (3.66)

Ako seprihvatepretpostavke iz prethodnogodeljkamožesepokazati,dimenzionalnomanalizom,daza
inercijalnupodoblastvaži relacija:

Duu � const � ε2§ 3r2§ 3 � CAr2§ 3 (3.67)

Ova irelacija predstavlja pandan� 5¶ 3-om zakonu, samosadau 3-D prostoru. VeličinaCA senaziva
parametarstrukturnefunkcije. Na slici (3.8) je datshematskiprikazjednestrukturnefunkcije. U samoj
okolini koordinatnogpočetka,za veomamalo r, sve do nekog rd nematurbulentnih elemenata.Za-
tim sledioblastdisipacijekoja prelaziu inercijalnupodoblast,ako je Redovoljno veliki. Tu strukturna
funkcija ima oblik r2§ 3. Kadaseizadjeiz ravnotězneoblastidolazioblastturbulentnihelemenatasana-
jvi šekinetičke energije i nasamomkraju je oblastnajvećih turbulentnihelemenata.Strukturniparametri
setakodjepojavljuju u relacijamakojepokazujukoliko seemitovaneenergije signala(zvučnogili mikro-
talasnog)vraća usledpromeneindeksapaerlamanjau atmosferi. Ta reflektivnost je srazmernaupravo
strukturnomparametrukao i reciprǒcnoj vrednostikubnogkorenatalasnedužine signala. Kad se,na
osnovu dimenzionalneanalize,odredestrukturniparametrimože seizraziti brzinadisipacijetke, tem-
perature,vlageitd.

C2
T � 2 � 68 � βg�   2§ 3 � z

wθ0 �   4§ 3
(3.68)
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Slika 3.8: Shematskiprikazstukturnefunkcijeu zavisnostiod relativnog rastojanjar

štoomogúcava odredjivanjefluksatoplote,ako sepoznajeCT . Zatim Wingardi Lemon(1980)smatraju
daseveličinepromenetemperaturei vlažnostipreko inverzijenavrhuPBL-atakodjemoguizraziti preko
CT a i Cq, strukturnihparametarazatemperaturui vlagu.

Na kraju pokǎzimo da je strukturnafunkcija za slučaj homogenei izotropneturbulencijeu vezi sa
korelacionomfunkcijom. PodjimooddefinicijestrukturnefunkcijeDuu,

Duu � � u � x � r �Q� u � x�)� 2 � � u � x � r � 2 � 2u � x � r � u � x� � u � x� 2 ��� 2u � x� 2 � 1 � 2u � x � r � u � x�
u � x� 2 � (3.69)

U slučajuhomogeneturbulencijeu � x � r � 2 � u � r � 2, a takodjeje u � x� 2 � u � 0� 2 pasekonǎcnodobija:

Duu � 2u � 0� 2 � 1 � R� r �)� (3.70)
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Za inercijalnupodoblastDuu � const � εr � 2§ 3 paje:

R� r �F� � 1 � 2α � εr � 2§ 3
u � 0� 2 � (3.71)

Konstantaα je naosnovu merenjaprocenjenana0.5 tj 2α · 1.

3.6 Prostorne i vremenske razmere kod homogenei izotropne turb ulen-
cije

Videli smou odeljkuo teoriji sličnostidasespektarmožegrubopodelitiu 3 ili 4 oblastiu zavisnosti
od veličine Re. Moguće je formirati karakteristǐcne razmereza pojedinedelove spektra. Tako se u
oblastidisipacijegdesukarakteristǐcni parametripremahipotezamaKolmogorova νiε, dimenzionalnom
analizomdobija:

razmerbrzine:

vd �¯� νε � 1§ 4 (3.72)

razmerdǔzine:

ηd � 1
kd

� ν3§ 4ε   1§ 4 � (3.73)

Polazéci od ovadva razmeramožesedati definicijalokalnogRe:

Red � νdηd

ν
� 1 (3.74)

Ovaj, naprvi pogled,slučajanrezultatto nikako nije. Jerako posmatramoRe kaoodnosinercijalnih i
viskoznih sila, za razmeredisipacijeseprvi put postǐze njihova jednakost. To daljeznǎci da još manji
turbulentnielementinemoguni nastati.Ako seželi prǒsirenjespektramorasepovećatiReglavnogtoka
što fizički znǎci da će doći do povećanjapriliva energije od srednjeg toka. Na slici (3.9) je shematski
prikazanapromenau obliku spektrapri povećanjusrednjeg Re. Da bi sena novom nivou energije us-
postavila stacionarnostmorasepovećati i disipacija. Kako dotle formirani najmanjielementinemogu
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Re2Re1

Re1 Re2
<

log(k)

E(k)

Slika 3.9: Shematskailustracija promeneoblika (”pr odǔzenja”) spektra nakon povécanjaRe

dapotrǒsepovećanukoličinu energije morajuseformirati još manji i, taj procesgenerisanjasve manjih
i manjihelemenatatrajácesve dokseponovo neuspostavi stacionarnost.

Za deospektrakoji sadřzi najvǐseenergije možemodefinisativišedužinskih razmera.Jedanbi bio
integralni razmerL. Medjutim, sapraktǐcnogstanovištaovakva definicijanije zgodnajer pretpostavlja
poznavanje korelacionefunkcije. Druga mogúcnost je da se iskoristi 2¶ 3-ski zakon, koji važi za in-
ercijalnu podoblast,tako što se njegovo važenjeekstrapolǐse do razmerana kojima se sadřzi najvǐse
turbulentnekinetičke energije. U sistemugdeje apscisar2§ 3, funkcija f � r2§ 3 � predstavlja pravu liniju za
deokoji odgovarainercijalnojpodoblasti.Ekstrapolacijomdopresekasar2§ 3-osommožemosmatratida
sedefinǐsetraženirazmerL:

� 1 � 2α � εr � 2§ 3
u � 0� 2 � � 0 (3.75)

Iz ove relacijesledizaL:
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razmerdǔzine:

L � 1
ε � u � 0� 22α � 3§ 2

(3.76)

Za razmerbrzine,s obziromda smou delu spektragdeje najvǐse turbulentnekinetičke energije uzi-

R=f(r    )
2/3

2/3 2/3rL

Slika 3.10:Uzdefinicijumakro razmera L

mamo:
razmerbrzine:

U �¯¸ u2 � �
q2

3
(3.77)

Sadasemožedefinisatilokalni Rejnoldsov broj ReL kao:

ReL � UL
ν

�¯¸ u2 L
ν
� u � 0� 2

εν
(3.78)
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Interesantnoje odreditiodnosemakrorazmeraL i razmeradisipacijeηd:

L
ηd

�¯� 2α �º¹ 3
2 Re3§ 4

L � Re3§ 4
L (3.79)

odnosnoodgovarajúcih razmerabrzina:

U
vd

� Re1§ 4
L (3.80)

Kako smoranijedefinisalimikrorazmerturbulencijeλ i pokazalidavaži ε � 15u � 0� 2 ¶ λ2 možesenáci
odnosrazmeraL i ηd samikrorazmeromλ. Tako sedobija:

λ � ηd » ReL (3.81)

ili

λ � LRe  5§ 8
L (3.82)

Takodjesemožedefinisatilokalni Reλ � λU ¶ ν i tadavaži:

ReL � 15Re2
λ (3.83)

Ovi rezultati ukazujuna to da je veomatěsko napraviti dobruseparacijuunutarspektraenergije tako
dasetěsko razlikujeoblastsanajvǐseenergije od ravnotězneoblasti. Razlaganjeravnotězneoblastina
inercijalnupodoblasti oblastdisipacijeje naravno još problematǐcnije i uglavnomsei nemožedobiti u
laboratorijskimuslovima kod mehanǐcke turbulencije. Kao primernekaposlǔze rezultatiiz laboratori-
jskog generisanjaturbulencijeduvanjemvazduhakroz gustumrězu. Nekaje rastojanjeizmedjuproreza
M. Tadaje Rejnoldsov broj ReM � MU ¶ ν. Pri vrednostimazaReM od 5 600do45 000dobijenoje:

*( ovo verovatnonije pouzdanrezultatjer sekodsvihdrugihslučajevauočavaju drugǎcije tendencije
pri promeniRe-a.)

U atmosferi,a narǒcito u okeanupri nailaskuplime, srécu se dovoljno veliki Re ali uz prisustvo
nehomogenostiugustinipasenaosnovu merenjau ovim slučajevimanemoguizvlačiti direktnizaključci
o potvrdi ili osporavanjuKolmogorovljeve teorije.



Turb ulentna difuzija 81

ReM ReL Reλ ReM ¶ ReL L ¶ λ λ ¶ ηd

5600 6600. 21.85 0.85 243.90 81.24
11600. 14400. 31.81 0.81 397.17 120.00
22500. 30400. 45.74 0.74* 633.57 174.36
45000. 57000. 62.78 0.79 938.47 238.75

Tabela3.2:TabelavrednostiraznihRei odnosanekihdǔzinskihrazmera. U prvoj koloni je ReM, tako da
kǎzemopolazniRe.ZatimReL broj zarazmere koje sadřzenajvǐsekinetǐcke energije. U sledécoj koloni
je Reλ zamikrorazmer, a u zadnjedvekolonesuodnosiL i λ odnosnoλ i ηd

3.7 Turbulentna difuzija

Problem turbulentnedifuzije je veomavažanu praktǐcnoj primeni. Potrebnoje poznavati difuziju
raznihštetnihgasova, na primergasovitih radioaktivnih proizvodakod nuklearnihcentralaili otpadnih
gasova iz fabrǐckih dimnjakai sl. Tadaseiz poznateemisijei propisao dozvoljenoj maksimalnojkon-
centracijipri tlu morajuprorǎcunatiminimalnevisine dimnjaka. Ili, kao drugi primer, gdepostavljati
postrojenjakoja supotencijalnizagadjivači ili čitave industrijske zone,nakom rastojanjuod naselja,u
kom pravcu u odnosunapredominantnevetrove.

Opšti prikaz oblasti turbulentnedifuzije senalaziu udžbenikuod Paskvil-a(21) zatim u člancima
Tejlor (27), Monin (18). Odličnadiskusijao turbulentnojdifuziji semoženáci u referenci(25). Osnovna
veličinakoja je od interesau problemudifuzije je raspodelakoncentracijeneke supstancei kako seona
menjasavremenom.Polaznajednǎcinaje Fikova jednǎcinazadifuziju,

∂χ
∂ t

� ∂
∂x

� K ∂χ
∂x � (3.84)

gdeje χ koncentracijaposmatranematerije(masapo jedinici masevazduha,ili broj česticapo jedinici
masevazduhaitd.). Fikova jednǎcina važi tačno za molekularnudifuziju; medjutim,kod turbulentne
difuzije ona zapadau ozbiljne těskoće. Narǒcito je neprijatnošto se pri primeni Fikove formule na
proceserazličitih razmeramoraju uzimati sasvimrazličite vrednostikoeficijentadifuzije K, otprilike
to veće što su veće razmereprocesakoji seposmatraukoliko seželi dobiti slaganjemerenjai računa.
Štaviše,ako seposmatraproceskoji tokom vremenamenjasvoje razmere,npr. difuzija nekog oblaka
materijekoji je u početkumali a kasnijeveći i veći, za dobrerezultatepokazaloseda bi trebalouzeti
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da je K funkcija i vremenai prostornihkoordinata,npr. odstojanjeod izvora materije. Iz Prantlove
teorije3 znamodaje pri tlu K funkcijaodstojanjaodtla, ali je sasvimneprihvatljivo uzetidanekafizička
konstantazavisi od vremena,a narǒcito od horizontalnograstojanjado proizvoljnog početka. (Vidi
npr. Sutton1962,str 146). Statistǐcki pristupdonosiovde nove mogúcnosti. Tu selako vidi da treba
razlikovati dve vrstedifuzije: difuziju iz nepokretnogstalnogizvora i relativnu difuziju oblakamaterije
ili grupečestica,u odnosunanjihovo težište. Za problemdifuzije iz nepokretnogizvoraosnovu teorije
predstavlja Tejlorova teorema.

3.7.1 Tejlorova teorema

Osnovni parametarkoji opisujedifuziju iz nepokretnogizvoraje srednjekvadratnoodstupanjedefin-
isanokao:

D � � xsr � xi � 2 � (3.85)

ili ako seuzmedaje izvor u koordinatnompočetkui danemasrednjeg vetra,tako daje xsr � 0, srednje
kvadratnoodstupanjepostaje:

D � � xi � 2 (3.86)

Tadasekaobrzina” širenja”supstancemožeuvestiveličinaS:

S � d
dt

x2
i � 2xi

dxi

dt
� 2u � t0 � dt0

t0�
0

u � ζ � dζ (3.87)

gdeje ζ vremeprotekloodtrenutkapočetkaispǔstanjasupstance.Nasobičnozanimavremeproteklood
sadǎsnjeg trenutka,koje ćemoobelěziti saξ i tadavaži:

ξ � t0 � ζ ¼ dξ �K� dζ; ζ � 0 ¼ ξ � t0; ζ � t0 ¼ ξ � 0 (3.88)

štodaje:

S � 2u � t0 � dt0

t0�
0

u � t � ξ � dξ � 2

t0�
0

u � t0 � u � t � ξ � dξ (3.89)

3onaćebiti izloženau narednojglavi
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ξ

ζ t 0 t0

Slika 3.11:Vezaizmedjuproteklog vremenaζ i vremenaξ u odnosuna trenutakt0 (sadǎsnji trenutak)

Ako želimodaSnapǐsemopreko autokorelacionefunkcije:

R� ξ ��� u � t0 � ξ � u � t0 �
u � t0 � 2 (3.90)

dobijamo:

S � 2u � t0 � 2 t0�
0

R� ξ � dξ (3.91)

asamax2
i postaje

x2
i � 2u � t0 � 2 t0�

0

dt

t�
0

R� ξ � dξ (3.92)

Ova formulapredstavlja sadřzaj Tejlorove teoreme, Tejlor (26). Od interesaje kako semenjadimenzija

oblakadefinisnasa ¢ x2
i ¤ 1§ 2

zamaloi veliko t. Ako je tekpočeladifuzija tadaje vrednostautokorelacione

funkcijebliskajedinici pasedobija: ¸ x2 � ¸ u2 � t � t (3.93)

Dakledužinski razmeroblakarastelinearnosavremenom.Drugaasimptotskavrednostje zavrlo veliko
t. Tada,zbog(3.3)važi ¸ x2 �½¸ u2Tt �¾� » t (3.94)
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0
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t >>  T

t

2x

Slika 3.12: ¢ x2
i ¤ 1§ 2

kaofunkcijavremena,punalinija. Asimptotezamaloi veliko t, isprekidanelinije.

Daklenakon dovoljno dugogvremena� t ´¿´ T � brzinaširenjaoblakasesmanjujei to znǎcajnou pored-
jenju saprethodnimslučajem.Razlogpromenebrzinepovećavanjaje postojanjeturbulentnihelemenata
različitih razmera.Iz ranijih izlaganjasmovideli da je najefikasnijainterakcijaturbulentnihelemenata
kadasusličnihrazmera.Istovaži i zaturbulentnudifuziju. Najefikasnijedifuziju (razmazivanje)vršeoni
turbulentni elementikoji imaju razmereredaveličine razmeraoblaka. Kako savremenomoblak raste,
to i brzinadifuzije rastejer sve veći i veći elementije vrše,a premaspektrutke saporastomrazmera
rastei brzinaturbulentnihelementa.Kadarazmerdifundujúce materijepostanemnogoveći od eleme-
natakojih ima najvǐse,i koji najvǐsedoprinosedifuziji, tadabrzinadifuzije postajekonstantna.Iz ovih
razmatranjavidimo dapostojipotrebadaseu analizuturbulentnedifuzije, uvedurazmereprocesa.Jedna
od mogúcnostije datau Ričardsonovoj teoriji turbulentnedifuzije koja sezasniva nakonceptufunkcije
odstojanjasuseda.



Turb ulentna difuzija 85

3.7.2 Ričardsonova teorija

Ričardsonje uveoveličinu definisanu:

q � l � t ��� 1
N

∞�  ∞

χ � x � t ��� χ � x � l
�
t � dx

�
(3.95)

gdeje N ukupanbroj posmatraniȟcestica,aχ koncentracija,tj. broj česticapo jedinici dužine.Funkciju
q je nazvao”funkcija odstojanjasuseda”jer :¦ χ � x� dx je broj česticanaintervalu dx¦ χ � x � l �À¶ N je taj broj česticaizraženkaodeoukupnogbrojačesticaN,¦ χ � x� χ � x � l � dx /N je taj deočesticapomnǒzensakoncentracijomnaodstojanjul, tj. brojemsuseda

po jedinici dužinenaodstojanjul.

Zbir takvih proizvodaza sve elementedx, tj. funkcija q � l � t � je znǎci prosěcanbroj susedapo jedinici
dužinenaodstojanjul . Naprimerposmatramǒcesticesaravnomernomkoncentracijomnaogranǐcenom
delux-ose,dužined, slika (3.13(a)). Kadaje l jednako nuli, funkcijaq(l) je jednakakoncentracijiunutar
posmatranegrupečestica.Zatim,nemasusedakoji sudaljeodd, paje funkcijaq jednakanuli za Á l Á ´ d .
Naosnovu definicijefunkcijeodstojanjasusedamožesepokazatidaje q � l � parnafunkcijapaje dovoljno
odrediti q � l � za l ´ 0. Premapretpostavljenoj raspodeliχ � x� može seuočiti da proizvod χ � x� χ � x � l �
imavrednost:

χ � x� χ � x � l �F�ÃÂÄÆÅ 0 za x ÇÈ�£� ∞
�
a�

χ0
2 za x ÇÈ� a � a � d � l �

0 za x ÇÈ� a � d � l � ∞ � (3.96)

Zamenomu definicionurelacijuzaq � l � dobijasegrafik(b) naslici (3.14).Iz definicijefunkcijeq vidimo
daseonamožekoristiti zaopisdifuzije grupečestica.Kadaseposmatranagrupačesticarasprostireduž
x ose,naodgovarajúci nǎcin ćesemenjatikrive i χ � x� i q � l � . Površinaispodkrive χ � x�

∞�  ∞

χ � x � t � dx � N (3.97)
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(x)χ

0χχ
0

x -d-d/2 d/2 d l

q(l)

Slika 3.13:Jedanprimerodnosafunkcijegustineχ � x� , (a) i njenefunkcijeodstojanjasusedaq � l � , (b).

morapri tomeostatikonstantna,jer seukupanbroj česticanemenja.Isto tako i površinaispodkriveq � l �
∞�  ∞

q � l � t � dl � 1
N

∞�  ∞

∞�  ∞
� χ � x � t � χ � x � l

�
t � dx� dl � N (3.98)

takodjesetokom vremenanemenja,tj.

∂
∂t

∞�  ∞

q � l � t � dl � 0 � (3.99)

Štaviše, premarelacijama(3.97) i (3.98), površine ispoddve krive morajuuvek biti jednake. Ovo je
očiglednoi kod primerasaslike (3.13:a,b).Ukoliko bi difuzuja bila Fikova, rasprostiranjekrive χ � x�
tokom vremenabi bilo odredjenodiferncijalnomjednǎcinom (3.84). Možemoočekivati izvesnepred-
nosti pri korišćenjukrive q � l � za opis procesadifuzije, jer je kod nje za nezavisno promenljivu uzeto
odstojanjel , koje definǐseprostornerazmereprocesai nezavisi od proizvoljnog koordinatnogpočetka.
Postavlja sezatopitanjedali semožedobiti diferencijalnajednǎcinakoja odredjujepromenukrive q � l �
savremenom.Postupakkoji sledi je postupak”pravljenja” jednǎcine,a neniz identǐcnih transformacija
koje polazeodneke osnovnerelacije.Podjimooddefinicijefunkcije q � l � i napǐsimo∂q � l �À¶ ∂ t :

∂
∂t

q � l � t �F� 1
N

∞�  ∞

∂
∂t
� χ � χl � dx � 1

N

∞�  ∞

∂
∂t
� χl

∂
∂t

χ � χ
∂
∂t

χl � dx (3.100)
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zamolekulskudifuziju, premaFikovoj formuli:

∂
∂t

χ � K
∂2

∂x2 χ � (3.101)

Ako umestopromenljive x uvedemol kaopromenljivu imamo:

∂
∂t

χl � K
∂2

∂l2χl (3.102)

Kadaove relacijezamenimou relaciju(3.100)dobijamo:

∂
∂t

q � l � t �F� K
N

∞�  ∞

∂
∂t

� χl
∂2

∂x2 χ � χ
∂2

∂l2χl � dx � (3.103)

A kako je:

χl
∂2

∂x2 χ � χ
∂2

∂l2χl � ∂2

∂ x2
� χχl ��� 2

∂χ
∂x

∂χl

∂l
� 2χ

∂2

∂l2χl � 2χ
∂2

∂l2χl (3.104)

i kako je � 2
∂χ
∂x

∂χl

∂l
� 2χ

∂2

∂l2χl � ∂2

∂l∂x
� χχl � (3.105)

ili

2χ
∂2

∂l2 χl � 2
∂2

∂l2 � χχl � (3.106)

to konǎcnodobijamojednǎcinu zaq � l �
∂
∂t

q � l � t ��� 2K
∂2

∂l2 q � l � t � (3.107)

Dakleu specijalnomslučajukadaje u pitanjumolekulskadifuzija (K � const � ), funkcija q � l � t � morada
seponǎsau skladusajednǎcinom(3.84).Uop̌stimosadatu jednǎcinu:

∂
∂t

q � l � t ��� ∂
∂l

� F � l � ∂
∂l

q � l � t � � � (3.108)
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Da bi proceniozavisnostF � l � od l , Ričardsonje iskoristio raspolǒzive podatke o difuziji za različite
prostornerazmere. Pǒcev od molekularnih,zatim tri vrednostidobijeneiz osmatranjaprofila vetra
anemometrimai pilot balonima,zatim analiziranjemputanjavećih balona,brzine širenjavulkanskog
pepelai najzaddifuzija kodakretanjakoja suplanetarnihrazmeragdesu turbulentni elementibili cik-
loni. Svi ovi podacisu prikazanina slici (3.14) gde je apscisalog10 � l � u cm, a ordinatalog10 � K � u
cm2s  1. Ričardsonje predǒcio daseprava É ÉÊ ÊË ËÌ ÌÍ ÍÎ

Ï ÏÐ ÐÑ ÑÒÓ ÓÔ Ô
Õ ÕÖ Ö

0                        5                      10

0

5

10

log   ( l )  u  cm
10

Slika 3.14:Ričardsonov dijagramkoeficijentadifuzijezarazneprostornerazmere.

K × l Ø Ù � 2l4§ 3 (3.109)

unetanaprikazanomdijagramuslǎzesaosmatranjimagotovo dobrou čitavoj oblastiizmedjumetrai 10
km. Relacija(3.14)sedanašcestonaziva Ričardsonov četvorotrécinski zakon. Izvanrednoje zanimljivo
dase,kako je petnaestgodinakasnijepokazaoObuhov (20), eksponent4/3u relaciji (3.96)možedobiti
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naosnovu Kolmogorovljeve teorijesličnosti.Naime,ako pretpostavimo daF × l Ø imaoblik:

F × l ØFÙ A � lm (3.110)

ondapǒsto profil F × l Ø ima dimenzijeL2T   1, konstantaA mora da ima dimenzijeL2   mT   1. Unutar
ravnotězneoblastiA trebadabudefunkcija samoodν i ε . Pǒstoje:� ν ��Ù L2T   1

� � ε �JÙ L2T   3 (3.111)

sledi: × L Ø�Ù ν3§ 4ε   1§ 4 � × T ØFÙ ν1§ 4ε   1§ 2 � (3.112)

ZamenomdimenzijazaA zaključujemodau ravnotěznoj oblastiA trebadabudeodredjenosa:

A Ù const � � ν1  3m
4 � ε m

4 (3.113)

Premaargumentacijikoja je vei̧zloženau prethodnimodeljcimau inercijalnoj podoblastidifuzija ne
smedazavisi od ν. Da bi seto ostvarilo, eksponentm morada ima vrednostupravo 4/3, istu vrednost
koju je predlǒzio Ričardsonnaosnovu empirijskihpodataka.Trebaobratiti pǎznju daje 4/3 procenajer
sagrafikasemoglo zaključiti da je nagib(njegov tangens)1.3 ili 1.4 ali da je predlǒzenkoličnik dva
celabrojagovori o njegovoj fizičkoj intuiciji. Treba,nakraju, istáci da je ovo slaganjeu izvesnojmeri
slučajno,jer analiza,uzkorišćenjeobehipotezesličnosti,strogovaži samokadasedifuzija dogadjausled
turbulentnihelemenatarazmeraunutarinercijalnepodoblasti.To, svakako, nije slučajzasveprocesekoji
suprikazaninaRičardsonovom dijagramu.
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Teorije zatvaranja

4.1 Empirijsk e teorije zatvaranja

Jǒs u uvodnom delu smo videli da zbog nelinearnostijednǎcina kretanja,pri razlaganjutrenut-
nih vrednostina srednjevrednostii fluktuacije,dolazi do problemazatvaranja. Kako zatvoriti sistem
jednǎcinakoji opisujeturbulentnokretanjeje i danasotvorenproblemiako postojebrojni pokǔsaji kako
teorijske tako i praktǐcneprirodedaseproblemrazrěsi. Naravnoosnovni razlogdosadǎsnjeg ,relativnog,
neuspehaleži u nedovoljnom poznavanjunastankai prave prirodeturbulentnogkretanja.U nǎsemizla-
ganjumi ćemoprikazatinajkarakteristǐcnije pristupedržéci seuglavnomistorijskog redosledanjihovog
nastanka.

4.1.1 Hipotezakoeficijenta razmene

Prvi i najdirektniji nǎcin daserěsi problemzatvaranjasezove hipotezakoeficijentarazmene.Potoj
hipotezinaprimer, zafluks količinekretanja(x-komponente)važi:Ú uw Ù Km

∂U
∂z

(4.1)



Empirijske teorije zatvaranja 91

Analogijasamolekulskimprenosomkoličinekretanjaje očigledna,gdeumestomolekulskog koeficijnta
difuzije količinekretanjaν, uvodimokoeficijenatturbulentnedifuzije Km. Naravnotrebajošdatinjegovu
brojnu vrednost. Kako kod turbulentnih tokova prenoskoličine kretanjavrše makroskopski elementi

Povrsinski napon

Vekto vetra

U/G

Povrsinska struja

Struja
ispd
povrsine

Povrsinski napon

y x

V/G

Atmosfera

Okean

Slika 4.1: Shematskiprikazhodografa vetra po Ekmanovoj spirali zaa) atmosferui b) zaokean. SaG
je obelězenintenzitetgeostrofskog vetra pri čemusenjegov pravacpoklapasapravcemx Ú ose. Kako se
spǔstamonadolevetarskrećeulevodabi pri tlu zauzeopravacnaznǎcendebljomisprekidanomstrelom.
Intenzitetvetra eksponencijalnoopadasa visinom,a karakteristǐcna dǔzinskarazmera je � f ¶ 2Km� 1§ 2,
(premaBusingeru (2)).
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to i vrednostefektivnog koeficijentarazmenetrebada budemnogoveća od molekulskog koeficijenta
razmene.Prilikom biranjavrednostiza Km uzimajuseu obzir i karakteristike modela,čiji jedandeo
čini računvezanzaturbulenciju.Rezolucijamodelaili potrebazadisipacijomnanajmanjimrazmerama
naǰcěsće i odredjujuvrednostzaKm. Kako suove veličineod modelado modelarazličite i vrednostza
Km nije uvekista.Tako sesrécuvrednostiod105 do108 SI jedinica.Kadaseporedeprofili vetraračunati
uz pretpostavku da je Km=const. saosmotrenim,pri skoro neutralnojstratifikaciji, postoji kvalitativno
slaganje.Model predvidjaEkmanovu spiralu,vidi sliku (4.1),tj. eksponencijalniporastamplitudevetra
i skretanjesavisinom po sinusnomzakonu. Kod osmotrenihprofila, u blizini vrha PGS-a,takodje je
uočenoskretanjevetrasavisinom,ali nei eksponencijalnapromenaamplitude.

Zbogneslaganjaizmedjuosmatranjai rezultatazaKm Ù const � , narǒcito u nižim slojevima, čak i u
tako ogranǐcenombroju slučajeva približnoneutralnestratifikacije,ovakav pristupproblemuzatvaranja
seretko koristi. On senaǰcěsćekoristio kod dugotrajnihintegracijakakve sesrécu u radusaklimatskim
ili okeanskimmodelima,jer je ugradjivanje nekih komplikovanijih postupakalimitirano raspolǒzivim
računskimvremenom.Medjutim,satakoréci eksplozivnim razvojemračunaraprestajepotrebazaovako
jednostavnim pristupomproblemuzatvaranja.

4.1.2 Teorija puta měsanja,Prantlova teorija

Prantl je 1925,zasnovao teoriju kako semoguizračunatifluksevi količine kretanjakod toka fluida
preko ravneploče. Da bi to uspeoon je pǒsaood veomauprǒsćeneslike problema.Nekaje profil vetra
kaonaslici (4.2). Tadaako dodjedo pomeranjadelićasanivoaz0, nanivo z’ koji sunamedjusobnom
rastojanjul Û , i ako pri tom delić čuva svoju količinu kretanjatj. brzinu, on će predstavljati poremécaj
za svoju novu okolinu u smisluda će senjegova brzinarazlikovati od brzineokolnog fluida. Ovo je
naravno jako uprǒsćenaslikaturbulentnogpoljai razlogapostojanjaturbulentnihelemenata(fluktuacija).
Naglasimojoš jednomkojesupretpostavke učinjenedosada.Prvo, pretpostavlja sedapostojivertikalno
kretanjedelića.Zatimdadelići naputul Û neinteragujutj. negubeništaodpočetnekoličinekretanja.Ove
dve pretpostavke činesadřzaj prve Prantlove hipoteze.Na osnovu ove hipoteze,Prantlzatimizračunava
veličinu poremécenjakao:

u Ù U × z1 Ø Ú U × z0 Ø Ù l Û ∂U
∂z

(4.2)
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ÜÝ1

0

z

z

z
 l ’

U(z)

Slika 4.2: Ilustracija uzPrantlovu teoriju

Ovim je učinjenajoš jednapretpostavka. Zanemarenisu članovi višeg reda,iako je dužina predjenog
putal Û konǎcnaveličina.Strogouzevši ovo je opravdanosamoako je ispunjenuslov:

l Û¾ÞÞàß ∂2U ¶ ∂z2 á ÞÞÁ�× ∂U ¶ ∂zØ3ÁãâLâ 1 (4.3)

štonije ispunjenozaproizvoljanprofilU × zØ pačakni zaprofilebrzineublizini zida.Ipakteorijazadřzava
relaciju (4.3). Konǎcno, Prantl pretpostavlja da je fluktuacija vertikalnebrzine srazmernafluktuaciji
horizontalnebrzine.Ovo seopetmožeuzetikaohipoteza.Dakle:

w � u Ù l
∂U
∂z

(4.4)

paje

uw Ù CÛ � l2 � ∂U
∂z � 2 Ù CÛ � l2 � ∂U

∂z � 2

(4.5)

gdeje C’ konstanta,a l Û 2 � l2 je tzv. Prantlova dǔzina puta měsanja takodje pozitivna veličina. Ovoj
relaciji možemodati precizniji oblik. Ako sugranicedomenǎcvrstetadau blizini tegranice(zida)uvek
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morabiti ∂zU ´ 0 jer brzinau blizini zidamorabiti malaanasamomzidunula.Daljeodzidabrzinaraste
i vangranǐcnogslojapostajekonstantnaodredjenasilom gradijentapritiskakako smoto već analizirali
na početkudrugeglave. Da bi sebrzinasmanjivala, i to više što smobliže zidu, morafluks količine
kretanjada budeusmerenka zidu. Iz ovakve analizemi vidimo da blizu zida uvek morabiti ispunjen
uslov uw â 0. Uz uslov dajeC pozitivanbroj, fluksevi količinekretanjai gradijentasrednjeg vetraimaće
uvek suprotanznakako realciju(4.5)napǐsemokao:

uw Ù Ú C � l2 ÞÞÞÞ ∂U
∂z

ÞÞÞÞ � ∂U
∂z � (4.6)

Napomenimodaseformadaje flukskoličinekretanjasrazmerangradijentusrednjebrzine:

uw Ù Ú Km � ∂U
∂z � (4.7)

i dalje odřzala, ali je mnogovažnije da ovako definisankoeficijenatměsanjauključuje karakteristike
srednjeg profila brzine,njenosmicanje,a kroz promenul -a savisinom barpotencijalnosemože uzeti
u obzir da turbulentni elementirastusarastojanjemod tla kao i geometrijaproblematj. položaj čvrste
granice.To je veliki koraknapredsateorijskog stanovištaali zapraktǐcneprimenejoš je preostaoveliki
problem,jer nije jasnokako u svakom posebnomslučaju odrediti l × zØ ili u nekoj još komplikovanijoj
geometrijil × x � y� zØ .

Najveći uspehje ova teorijapostiglazatok fluida preko ravneploče. U tom slučaju,ako seuzmeda
je l Ù kzzastacionarantok, dobijaselogaritamskiprofil vetra.Zaista,jednǎcinekretanjasesvodena:

0 Ù ∂uw
∂z

¼ uw Ù const � (4.8)

a premaPrantlovoj teoriji: Ú C � l2 ÞÞÞÞ ∂U
∂z

ÞÞÞÞ � ∂U
∂z � Ù const � (4.9)

tj. � ∂U
∂z � Ù const

z
(4.10)
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štonakon integracijedaje

U × zØ Ù const � log × zØJä C1 (4.11)

Interesantnoje daje VonKarmandobioisti rezultat,logaritamskiprofil, tako štoje tražio zakonsličnosti
za l × zØ uz pretpostavku daje l Ù l × ∂zU

�
∂zzU Ø . Tadapremadimenzijamal -a važi da je l Ù k∂zU ¶ ∂zzU .

Time relacija(4.6) postajediferencijalnajednǎcina koja opetu slučaju toka fluida preko ravne ploče u
oblastizakonazidatj. gdeje turbulentnifluks konstantan,zarěsenjeima logaritamskiprofil.

Iako sePrantlovoj teoriji mogustaviti dve ozbiljneprimedbe:¦ nemaměsanjanaputukoji delić prelazi,azatimnakraju putadolazidopotpunogměsanja,¦ putměsanjal je konǎcaniako seu izvodjenjupretpostavlja daje vrlo malaveličina,

onasezasniva na jasnimfizičkim pretpostavkamai što je važnije kod postupkamodeliranjau slučaju
tokafluida preko ravnepločedajeodličnerezultate.

4.2 Teorije zatvaranja višegreda

U prethodnomodeljku,empirijsketeorijezatvaranja,prikazanisuprvi pokǔsajikompletiranjajednǎcina
kretanjaza turbulentnetokove. Sarazvojem računaraotvorenaje mogúcnostkorišćenjakomplikovani-
jih sistemajednǎcina pa je učinjenpokǔsaj daseproblemrěsi na taj nǎcin dasefomiraju prognostǐcke
jednǎcinezaRejnoldsove napone,flukseve toplote,kaoi zavarijansupotencijalnetemperature.Pǒstose
formiraju jednǎcinezakvadratněclanove takav sesistemnaziva sistemomdrugogreda.Ponekadsene
zadovoljavamoni satim nego seformiraju jednǎcinezatrostruke korelacijepatakve sistemenazivamo
sistemitrećeg reda.

4.2.1 Zatvaranje drugog reda

JednǎcinezaRejnoldsovenapone,flukseve toplotei varijansutemperatureizvedenesuu DodatkuD.
Tako potpunsistemjednǎcinadrugogredaje:
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zakoličinu kretanja:

∂
∂t

uiu j ä ∂
∂xk

� Ukuiu j ä uiu juk
Ú ν

∂
∂xk

uiu j �ä ∂
∂xi

puj ä ∂
∂x j

pui ä fk ß ε jkl ul ui ä εikl ul u j
áÙ Ú uiuk

∂U j

∂xk

Ú u juk
∂Ui

∂xk

Ú β ß g juiθ ä giu jθ áä p � ∂ui

∂x j
ä ∂u j

∂xi � Ú 2ν
∂ui

∂xk

∂u j

∂xk
(4.12)

zaflukseve toplote,

∂
∂t

uiθ ä ∂
∂xk å Ukuiθ ä θuiuk

Ú αui
∂θ
∂xk

Ú νθ
∂ui

∂xk æ ä ∂
∂xi

pθ ä fkεikl ul θÙ Ú uiuk
∂Θ
∂xk

Ú θuk
∂Ui

∂xk

Ú βgiθ2 ä p
∂θ
∂xi

Ú × α ä ν Ø ∂ui

∂xk

∂θ
∂xk

(4.13)

i zavarijansutemperature

∂
∂t

θ2 ä ∂
∂xk å Ukθ2 ä ukθ2 Ú α

∂θ2

∂xk æ Ù Ú 2ukθ
∂Θ
∂xk

Ú 2α
∂θ
∂xk

∂θ
∂xk

� (4.14)

Naravno, osnovni problemje da sistemnije zatvoren. Ali, ideja je da se veličine koje se pojave u
postupkuformiranjanovih jednǎcina, a to su višestruke korelacijekao i ostali nepoznatǐclanovi mogu
izraziti uspěsnije preko gradijenatasrednjihveličina i/ili preko srednjihvrednostikvadratnihveličina.
U tabeli (4.1) su eksplicitnonavedeničlanovi koje trebaizraziti (parametrizovati). Navedeneveličine
su tenzoriraznihredova. Osnovni stav koji će sekoristiti i(Melor ((14))) prilikom zatvaranjaje da su
vezelinearne,a konstitutivni koeficijenti u tim vezamaizotropni tenzori. Poredovog op̌steg stava u
svakom pojedinǎcnom slučaju imaće se u vidu i fizička sǔstina tog člana,pre svega dimenzijekao i
stepensimetrǐcnostičlanakoji seanalizira.
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grupa A: grupa C:

p
�

∂ui
∂xj

ä ∂uj

∂xi � ? uiu juk ?

p ∂θ
∂xj

? θuiuk ?

θ2uk ?

grupa B: grupa D:

2ν ∂ui
∂xk

∂uj

∂xk
? puj ?× α ä ν Ø ∂ui

∂xk

∂θ
∂xk

? pθ ?× 2α Ø ∂θ
∂xk

∂θ
∂xk

?

Tabela4.1: Tabelapogrupamapremavrsti članova koji postojekod jednǎcina drugog redaa koje treba
izraziti preko ostalihčlanova sistema

Pǒcécemood prvog članaiz grupeA. Fizičku osnovu zaparametrizacijuovog (i ostalihčlanova iz
grupeA) dali su Rota(23) i Melor (14). Izuzev u blizini jako izraženihnehomogenosti,kao u blizini
tla ili u okolini snǎznih gradijenatavetraili temperature,empirijskaje činjenicadasuturbulentnapolja
u visokoj meri izotropna. Član koji je odgovoranza ”izotropizaciju” je korelacijapritiska i gradijenta
brzine.Da je to tačnopokǔsácemodapokǎzemosledécomargumentacijom.Uočimo prvo daovaj član
nije prisutanu jednǎcini za tke. Drugo pretpostavimo da je u jednommomenturealizovan ekstremni
slučaj kadapostoji fluktuacijabrzinesamou jednompravcu tj. u çÙ 0 a v Ù w Ù 0. Kako uvek postoje
nehomogenostiu svim poljima pa i u polju brzine, postojeturbulentni elementikoji se približavaju
jedandrugom,što je shematskiprikazanonaslici (4.3). Približavanjemturbulentnihelemenata,prema
jednǎcini kontinuiteta,dolazidoistiskivanjafluidau pravcuy i z ose,daklegenerǐsusev i w komponente
brzine.Ovim sesmanjujepočetnaneizotropnost,jer odsituacijeu kojoj suuw i uvbili nula,jer suv Ù 0 i
w Ù 0,sadasurazličiti odnule.Nasličannǎcin gradijentiu polju srednjihbrzinadovodedopribližavanja
turbulentnihelemenata.Dalje, imajući naumupretpostavku o linearnostivezasledi:

p � ∂ui

∂x j
ä ∂u j

∂xi � Ù Ci jkmukum ä CÛi jkm
∂Um

∂xk
(4.15)
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Slika 4.3: Ilustracija kako član p × ∂ui ¶ ∂x j ä ∂u j ¶ ∂xi Ø doprinosiredistribuciji količinekretanja

Kako sukonstitutivni koeficijentiCi jkm i CÛi jkm, po pretpostavci, izotropnitenzorito moradavaži:

Ci jkm Ù C1δi jδkm ä C2δikδ jm ä C3δimδkj ì (4.16)

Zamenomu (4.16)zaprvi izraznadesnojstranidobijamo:

Ci jkmukum Ù¯× C1δi jδkm ä C2δikδ jm ä C3δimδkj Ø ukum Ù C1δi jukuk äí× C2 ä C3 Ø uiu j ì (4.17)

Dalje,ako seizvrši kontrakcijaindeksavaži:

p î ∂ui

∂xi
ä ∂ui

∂xi ï Ù 0 ¼ C1 Ù 1
3
× C2 ä C3 Ø (4.18)

Time sebroj nepoznatihkonstantisvodi najednu,dimenzionukonstantuC1. Njenedimenzijesu ðC1 ñ Ù
T ò 1 pa možemoda je predstavimo kao odnosrazmerabrzinei dužine, ðC1 ñ Ù q¶ l1. Za razmerbrzine
prirodnoje uzeti q gdeje q2 Ù u2 ä v2 ä w2, dvostrukatke, a koja je jednaod prognoziranihveličina.
Analognosemožedobiti:

Ci j lm
∂Um

∂xl
Ù C î ∂Ui

∂x j
ä ∂U j

∂xi ï (4.19)
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apremadimenzijamaðCñ Ù C0q2 gdeje C0, bezdimenzionakonstanta.Tako je konǎcno:

p î ∂ui

∂x j
ä ∂u j

∂xi ï Ù Ú q
3l1

î 1
3

uiu j
Ú δi jq

2 ï ä C0q
2 î ∂Ui

∂x j
ä ∂U j

∂xi ï (4.20)

Time je parametrizacijaovog članasvedenanaproblemjednedužine l1 i jedneapsolutnekonstanteC0.
Sledéci član iz tabele,iz iste grupeA, tretirácemoanalognoptrethodnomčlanu. Premaprethodnom
postupku,za p∂θ ¶ ∂x j trebadavaži:

p
∂θ
∂x j

Ù Cjkukθ ä Ci jkm
∂Uk

∂xm
(4.21)

I opetanalognoprethodnomizlaganjumožesepokazatidavaži:

p
∂θ
∂x j

Ù Cjkukθ Ù Cδ jkukθ Ù Cu jθ (4.22)

KakoC imadimenzijuT ò 1, konǎcnomožemodapišemo:

p
∂θ
∂x j

Ù Ú q
3l2

u jθ ì (4.23)

Članovi koji sejavljaju u grupiB odgovorni suzadisipaciju.PremaKolmogorovljevoj (Kolmogorov
(12)) teoriji disipacijuvršenajmanjiturbulentnielementikoji suizotropni. Tako kod članova disipacije
postojidodatniuslov dasuoni samiizotropnitenzori,odmah,pišemo:

2ν
∂ui

∂xk

∂u j

∂xk
Ù Cδi j Ù 2q3

3Λ1
δi j (4.24)

Sledéci član iz grupeB, × α ä ν Ø ∂ui ¶ ∂xk∂θ ¶ ∂xk je vektor ili tenzorprvog reda. Ali kako ne postoji
izotropnitenzorprvog redato seuzima: × α ä ν Ø ∂ui

∂xk

∂θ
∂xk

Ù 0 (4.25)
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Poslednjičlan iz ove grupedisipativnih članova, disipacija temperature,se tretira potpunoanalogno
disipaciji kinetičke energije pamožemoodmahdapišemo:× 2α Ø ∂θ

∂xk

∂θ
∂xk

Ù Cθ2 Ù 2
q

Λ2
θ2 (4.26)

Članovi grupisaniu okviru grupeC su trostruke korelacijekoje možemoda shvatimo kao srednje
flukseve odgovarajúcih dvostrukihproizvoda;uiu juk Ù ui × u juk Ø i zatimdapretpostavimo vezeizmedju
flukseva proizvodai srednjihvrednostitih proizvoda.Dakle:

ui × u juk Ø�Ù Ci jklmn
∂

∂xl
umun (4.27)

Ponovo op̌sti zahtev zaizotropnǒsću tenzoraCi jklmn znǎci:

Ci jklmn Ù C1δi jδkl δmn ä C2δil δ jmδkn ä C3δimδl jδlk ä ì�ì�ì (4.28)

Ali poredop̌steg zahtevazaizotropnǒsću tenzoraCi jklmn morasevoditi računadaje članuiu juk simetrǐcan
tenzorpo svim indeksima.Tu osobinumoradaposedujei izrazkoji gazamenjuje.Tako direktnosledi:

uiu juk Ù C î ∂
∂xk

uiu j ä ∂
∂xi

uku j ä ∂
∂x j

uiuk ï (4.29)

a premadimenzijamazaC sledi:

uiu juk Ù Ú qλ1 î ∂
∂xk

uiu j ä ∂
∂xi

uku j ä ∂
∂x j

uiuk ï (4.30)

Članuiu jθ možemosmatratisrednjimfluksomveličineu jθ paje i parametrizacijasličnaprethodnoj:

ui u j θ Ù Ú qλ2 î ∂
∂xi

u jθ ä ∂
∂x j

uiθ ï (4.31)

I nakraju ukθ2 možemosmatratifluksomkvadratafluktuacijepotencijalnetemperature,θ2 pasedobija:

ukθ2 Ù Ú qλ3
∂

∂xk
θ2 (4.32)
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Jǒs je preostalagrupačlanova D. Nekih preciznihpodatakaiz merenjanema,semop̌stih indikacija
dasumali paseu okviru ove parametrizacijezanemaruju.

Time je problemzatvaranjasvedenna odredjivanje vrednostiuvedenihdužinskih razmera,l1, l2,
λ1, λ2, λ3, Λ1, Λ2 i odgovarajúcih konstanti. Prvi korak je pretpostavka da su svi dužinski razmeri
proporcionalnijednomdužinskom razmeru,glavnomrazmeru,l :

l1 Ù A1l Λ1 Ù B1l λ1 Ù C1l
l2 Ù A2l Λ2 Ù B2l λ2 Ù C2l λ3 Ù C3l

(4.33)

Vrednostiuvedenihkonstantisudobijeneiz raznihlaboratorijskihmerenjazaslučaj neutralnih turbu-
lentnihgranǐcnih slojeva. Ovdeje važnoistáci daiako je odredjivanjekonstantiuradjenoiz podatakaza
neutralneslučajeve čitava parametrizacijasepokazalauspěsnomkadaseprimenilai na stratifik ovani
fluid. Na kraju trebadefinisatiglavnu dužinu l . U literaturi sesrécu brojni predlozi za vrednostl -a.
Ovdećebiti datajednaodnajjednostavnijih verzijakoja uzimau obzir postojanjelogaritamskog zakona
u blizini zida.

l × zØ Ùôó kz 0 â z â 0 ì 1δ
l0 0 ì 1δ â z â δ (4.34)

Najjednostavnije je daseuzmekonstantnavrednost,oko 10%planetranoggranǐcnogslojatj. l0 Ù 0 ì 1δ.
Uobičajenavrednostza δ je 1-3 km. Ukoliko želimo da l0 odrazineku integralnumeru, recimo tur-
bulentenekinetičke energije u čitavom planetarnomgranǐcnomsloju ili u čitavom domenugdepostoji
turbulencijatadamožemol0 definisatisa:

l0 Ùöõ ∞
0 q × zØ�Á zÁ dzõ ∞

0 q × zØ dz
(4.35)

Definisanjeml0 zaokrǔzenje skupformulakojim sezatvarasistemjednǎcina.

4.2.2 Razmerna analizasistemadobijenog zatvaranjem jednačina drugog reda

Jednǎcinedobijeneu prethodnomparagrafupredstavljaju relativno komplikovansistemsa10 prog-
nostǐckih jednǎcina. Zato je veomapoželjno da sesistem,na konzistentannǎcin, redukuje. Jedanod
nǎcinaje metodomrazmereneanalize.Melor i Jamada(17) supredlǒzili kaoosnovnu idejudasuturbu-
lentnapolja (vrtlozi) približnoizotropnatako daje odstupanjeod izotropnostimogúcekoristiti kaomali
parametarnaosnovu kogasemože oderdjivati relativni odnosčlanova u jednǎcinama.Pokazáce seda
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postojetri mogúcnostiprilikom poredjenjǎclanova u jednǎcinamazaturbulentneflukseve. Poredovako
formiranihrelacijaiz istorijskih razlogaformirase,u okviru najnǐzeg redajo š jednavarijantapasezato
uvodi 4-ti, 3-ći, 2-gi i 1-vi nivo zatvaranja.

Nivo 4

Nivo 4 čini sistemjednǎcina
zaRejnoldsove napone,

D
Dt

uiu j
Ú ∂

∂xk
ó qλ1 ÷ ∂

∂xk
uiu j ä ∂

∂xi
uku j ä ∂

∂x j
uiuk øúù Ù Ú uiuk

∂U j

∂xk

Ú u juk
∂Ui

∂xk

Ú β ß g juiθ ä giu jθ áÚ 2q3

3Λ1
δi j

Ú q
3l1

× 1û 3uiu j
Ú δi jq

2 Øä C0q2 î ∂Ui

∂x j
ä ∂U j

∂xi ï (4.36)

zavarijansupotencijalnetemperture,

D
Dt

θ2 Ú ∂
∂xk

÷ qλ3
∂

∂xk
θ2 ø Ù Ú 2θuk

∂Θ
∂xk

Ú 2
q

Λ2
θ2 (4.37)

i zaflukseve toplote

D
Dt

uiθ Ú ∂
∂xk

÷ qλ3 î ∂
∂xi

ukθ ä ∂
∂x j

uiθ ï ø Ù Ú uiuk
∂Θ
∂xk

Ú θuk
∂Ui

∂xk

Ú βgiθ2 Ú q
3l2

uiθ (4.38)

koji zadřzava svečlanoveu polaznimjednǎcinama.Dabi sistematskiredukovali članove iz ovogsistema
jednǎcina, razlǒzićemosve turbulentneflukseve naizotropni i neizotropnideo.Tenzoruiu j razlǒzenna
izotropnideoi ostatakizgleda:

uiu j Ù°üüüüüü
u1u1 u1u2 u1u3

u2u1 u2u2 u2u3

u3u1 u3u2 u3u3

üüüüüü
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Ùýüüüüüü
q2 û 3 0 0

0 q2 û 3 0
0 0 q2 û 3

üüüüüü + üüüüüüü
u2

1
Ú q2 û 3 u1u2 u1u3

u2u1 u2
2
Ú q2 û 3 u2u3

u3u1 u3u2 u2
3
Ú q2 û 3

üüüüüüü (4.39)

Jednǎcinazaizotropnideoje jednǎcinazatke, i kaoštosmoveć ranijevideli, nju formiramokontrakci-
jom indeksai i j. Tako dobijamo:

Dq2

Dt
Ú ∂

∂xk
÷ qλ1 î ∂q2

∂xk
ä 2

∂
∂xi

uiuk ï ø Ù Ú 2uiuk
∂Ui

∂xk

Ú 2
q3

Λ1

Ú 2βgiuiθ (4.40)

Razlika potpunogsistemai jednǎcine za tke daje sistemjednǎcina koji opisujeneizotropnideo Re-
jnoldsovih napona,

D
Dt

î uiu j
Ú q2

3
δi j ï Ú ∂

∂xk
ó qλ1 ÷ ∂

∂xk
uiu j ä ∂

∂xi
uku j ä ∂

∂x j
uiuk

Ú δi j

3
î ∂q2

∂xk
ä 2

∂
∂xl

ul uk ï ø�ùÙ Ú uiuk
∂U j

∂xk

Ú u juk
∂Ui

∂xk
ä 2

3
δi jul uk

∂Ul

∂xk

Ú q
3l1 ß uiu j

Ú δi jq
2 áä C0q2 î ∂Ui

∂x j
ä ∂U j

∂xi ï Ú β î g juiθ ä giu jθ Ú 2
3

δi jgl ul θ ï (4.41)

DefinišimosadabezdimenzionalnoodstupanjeRejnoldsovih naponaod njegovog izotropnogdela,koje
ćemoobelěziti saaij , relacijom:

uiu j Ù q2 × 1
3

δi j ä ai j Ø (4.42)

Na isti nǎcin definǐsemo,zaflukseve toplote,veličinu bi :

uiθ Ù biqφ (4.43)

gdeje, analognoveličini q2, uvedenaveličina φ2, preko varijansepotencijalnetemperature(φ2 Ù θ2).
Veličineai j i bi suu stvari mereneizotropnosti. U narednojtabeli je dat ”inventar”do sadadefinisanih
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Razmer Veličina

φ2 θ2

l O × l1 Ø�Ù O × l2 Ø
λ O × Λ1 Ø�Ù O × Λ2 Ø
a O × ai j Ø

Ux O × ∂Ui þ ∂x j Ø
Θx O × ∂Θ þ ∂x j Ø
b O × bi Ø

Tabela4.2: Tabelarazmera i veličina koje ćesekoristiti pri razmernojanalizi jednǎcina drugog reda

veličina.Tabelaudesnojkoloni sadřzi sameveličinedokseu levoj koloni nalzeoznakenjihovih razmera.
Napomenimodakod skalarnihveličinanismopravili razliku izmedjuveličine i njenerazmere.Zamen-
jujući definicije (4.42)i (4.43)u jednǎcine (4.40)odnosno(4.41),za izotropni i neizotropnideo,može
sedobiti:

izotropni deo-

Dq2

Dt
Ú ∂

∂xk ÿ qλ1
5
3

∂q2

∂xk � 1 ä O � a2 ������� 	 2akiq2 ∂Ui
∂x

	 2bkgkβqφ 	 2q3

Λ
Uq2

L aq2Ux bgβqφ q3

Λ

(4.44)

Drugi redu jednǎcini (4.44)oznǎcava razmersvakog članapremausvojenimoznakama.

neizotropni deo-

D � ai jq2 �
Dt

	 ∂
∂xk

÷ qλ1

3
ó δik

∂q2

∂x j 
 δkj
∂q2

∂xi

	 2
3

δi j
∂q2

∂xk
ù�� 1 
 O � a��
 ø

��	 q2 ÷ ó δik

3 
 aik ù ∂U j

∂xk 
 ó δ jk

3 
 a jk ù ∂Ui

∂xk

	 2
3

δi jakl
∂Ul

∂xk

	 C1 î ∂Ui

∂x j 
 ∂U j

∂xi ï ø (4.45)	 βqφ î big j 
 b jgi
	 2

3
δi jbkgk ï�
 q3

3l1
ai j
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Razmeresvakog od članova u jednǎcini (4.45)susledéce.
Zaprvi članimamo:

D � ai jq2 �
Dt � aUq2

L � (4.46)

zatubulentnudifuziju

∂
∂xk

÷ qλ1

3
ó δik

∂q2

∂x j 
 δkj
∂q2

∂xi

	 2
3

δi j
∂q2

∂xk
ù � 1 
 O � a��
 ø � aq3

Λ � (4.47)

zaprodukcijuzbogsmicanjakaoi deočlanaredistribucije imamo	 q2 ÷ ó δik

3 
 aki ù ∂U j

∂xk 
 ó δ jk

3 
 akj ù ∂Ui

∂xk
ø

÷ 	 2
3

δi jakl
∂Ul

∂xk

	 C0 î ∂Ui

∂x j 
 ∂U j

∂xi ï ø (4.48)

� qUx ð 1 
 O � a� ñ � q3

aΛ
ð 1 
 O � a� ñ �

zaprodukcijuzbogradasilepotiskaimamo

βqφ î big j 
 b jgi
	 2

3
δi jbkgk ï � qφbg � q3

Λ
(4.49)

i konǎcnozadisipacijuimamo:

q3

3l1
ai j � aq3

l � aq3

Λ
(4.50)

Dabi mogli daih uporedimopoćićemood osnovnogprinciparazmerneanalizedabardva članau nekoj
jednǎcini morajubiti dominantna.U najprostijemslučaju,kod bilansatke, postojiravnotězaprodukcije
zbogsmicanjai disipacije.Dakle:

aq2Ux
� q3

Λ
(4.51)
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Analognou jednǎcini zaneizotropnideoRejnoldsovih napona,jednǎcina(4.44),morapostojatiravnotěza
prvog i trećeg članajer disipacijamorabiti redaveličinedominantnihčlanova

q2Ux
� aq3

l
(4.52)

Relacije(4.50)i (4.51)daju:

a2 � l
Λ � Ux

� q
aΛ

(4.53)

Na isti nǎcin ravnotězačlanova nadesnojstranijednǎcinezavarijansutemperaturedaje:

qφbΘx � qφ2

Λ
(4.54)

Uz pretpostavku o dominantnostiprvog i zadnjeg članau jedňcini za neizotropnideo fluksa toplote
imamo:

q2Θx � q2φb
l

(4.55)

štoondadaje:

b2 � l
Λ � Θx � φ

bΛ
(4.56)

Očiglednoiz prvih relacijau (4.53) i (4.56)sledida je a � b. I konǎcno ako još produkcijuzbograda
silepotiskauzmemodaje redaveličinedisipacijedobijamo:

qφβ � q2

Λb
(4.57)

Korišćenjemovih relacija razmeri članova na desnimstranamau (4.51) q2Ux � aò 1q3 þ Λ a u (4.53)
bgβqφ � aò 1q3 þ Λ i u (4.49)aq3 þ l � aò 1q3 þ Λ. Kako je već napomenuto,razmeriparametaraneizotrop-
nostia i b sumali, O � ai j

� � 0 ì 15. Sadrugestrane,iz merenja,zaneutralnetokove seznada je odnos
l þ Λ � 0.05-0.1.Kako smopokazaliovaj odnosje togredaveličinei zastratifikovaneslučajeve. Koristéci
rezultatdaje l þ Λ � a2 dobijaserazmerdifuznogčlana.
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Razmervremenskizavisnih članovasemenjaodproblemadoproblema.Njihov smorazmeroznǎcili
saUq2 þ L gde je L za sadanedefinisanarazmeradužine. Premapretpostavkama o ovim članovima
précićemonaformiranjeraznihnivoaaproksimacija.

Nivo 3:

Nivo 3 sedobijaako sepretpostavi dasuadvektivni i difuzni članistogredaveličine,a daje taj red
veličinedatsa

U
q2

L
� aq3

Λ
(4.58)

a potomsenakon mnǒzenjajednǎcina zanedijagonalneRejnoldsove naponesaa odnosnob zanemare
svi članovi redaO � a2 � i redaO � b2 � . Tako sedobijasledéci skupjednǎcina:
zatke:

Dq2

Dt
	 ∂

∂xk
÷ 53qλ1

∂q2

∂xk
ø ��	 2uiuk

∂Ui

∂xk

	 2q3

Λ1

	 2βgiuiθ (4.59)

zaRejnoldsovenapone:

uiu j
� δi j

3
q2 	 3l1

q ÷�� uiuk
	 C1q2δik� ∂U j

∂xk 
 � u juk
	 C1q

2δ jk � ∂Ui

∂xk

	 2
3

δi jul uk
∂Ul

∂xk
ø

	 3l1
q

β î g juiθ 
 giu jθ 	 2
3

δi jgl ul θ ï (4.60)

zavarijansupotencijalnetemperature:

D
Dt

θ2 	 ∂
∂xk

÷ qλ3
∂

∂xk
θ2 ø ��	 2θuk

∂Θ
∂xk

	 2
q

Λ2
θ2 (4.61)

zafluksevepotencijalnetemperature:

uiθ ��	 3l2
q ÷ uiuk

∂Θ
∂xk 
 θuk

∂Ui

∂xk 
 βgiθ2 ø (4.62)
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Dakle od svih prognostǐckih jednǎcianapreostajusamoprognostǐcke jednǎcine za tke i varijansupo-
tencijalnetemperature,dok su svi fluksevi dati dijagnostǐckim relacijama. Na taj nǎcin je postignuta
znǎcajnaredukcijabrojaprognostǐckih jednǎcina!

Nivo 2

Nivo 2 sedobijaako sesnizi redveličinezaadvektivnei difuznečlanove tj. ako seuzmedaje:

U
q2

L
� a2q3

Λ
(4.63)

i ako opetzanemarimosamočlanove redaO � a2 � i redaO � b2 � . Tadasedobija:
za tke:

q3

Λ1

��	 uiuk
∂Ui

∂xk

	 βgiuiθ (4.64)

zaRejnoldsovenapone:

uiu j
� δi j

3
q2 	 3l1

q ÷�� uiuk
	 C1q2δik� ∂U j

∂xk 
 � u juk
	 C1q

2δ jk � ∂Ui

∂xk

	 2
3

δi jul uk
∂Ul

∂xk
ø

	 3l1
q

β î g juiθ 
 giu jθ 	 2
3

δi jgl ul θ ï (4.65)

zavarijansupotencijalnetemperature:

q
Λ2

θ2 ��	 θuk
∂Θ
∂xk

(4.66)

zafluksevepotencijalnetemperature:

uiθ ��	 3l2
q ÷ uiuk

∂Θ
∂xk 
 θuk

∂Ui

∂xk 
 βgiθ2 ø (4.67)

Za razlikuod prethodnogslučajasadavišenemanijedneprognostǐcke jednǎcine.
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Konǎcno,nivo 1 sedobijaako sezanemaresvi članovi redaO � a� i redaO � b� štodajesistem:
zatke:

q3

Λ1

��	 uiuk
∂Ui

∂xk

	 βgiuiθ (4.68)

zaRejnoldsovenapone:

uiu j
� δi j

3
q2 	 l1q î ∂U j

∂xk 
 ∂Ui

∂xk ï (4.69)

zavarijansupotencijalnetemperature:

q
Λ2

θ2 ��	 θuk
∂Θ
∂xk

(4.70)

zafluksevepotencijalnetemperature:

uiθ ��	 ql2
∂Θ
∂xi

	 3l2
q

βgiθ2 (4.71)

4.2.3 Aproksiomacijejednačina u slučaju PGS-a

Ovaj op̌sti sistemse znatnouprǒsćava kadase primeni na planetarnigranǐcni sloj. Kod razma-
tranjaplanetarnoggranǐcnogsloja,možemoprimenitihidr ostatičku aproksimaciju, zbogveomamalog
odnosaLz þ Lx, jer je horizontalnidužinski razmerLx � 103 � 102km dok je vertikalni dužinski razmer
Lz � 10 km. Ako opetidemoredompo nivoimazatvaranjaimamo:

nivo 4:

dijagonalničlanovi:

D
Dt

��� u2

v2

w2

���� 	 D1

��� u2

v2

w2

���� � 2

�� Pxx

Pyy

βgwθ

�� 	 q
3l1

��� u2 	 q2 û 3
v2 	 q2 û 3
w2 	 q2 û 3

���� 	 2
3

q2

Λ1

�� 1
1
1

�� (4.72)
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nedijagonalnǐclanovi:

D
Dt

�� uv
wu
wv

�� 	 D1

�� uv
2wu
2wv

�� ��	 ���� Pxy 
 Pyx�
w2 	 C1q2  ∂U û ∂z	 βguθ�
w2 	 C1q2  ∂V û ∂z	 βgvθ

����� 	 q
3l1

�� uv
wu
wv

�� (4.73)

Za varijansutemperature:

D
Dt

θ2 	 θ2 ��	 2θw
∂Θ
∂z

	 2
q

Λ2
θ2 (4.74)

kaoi zaflukseve temperature:

D
Dt

�� uθ
vθ
wθ

�� 	 D1

�� uθ
vθ
wθ

�� ��	 �� uw
vw
ww

�� ∂Θ
∂z

	 �� wθ∂U û ∂z
wθ∂V û ∂z	 βgθ2

�� 	 q
3l2

�� uθ
vθ
wθ

�� (4.75)

nivo 3:

Prognostǐcke jednǎcine
za tke:

D
Dt

î q2

2 ï 	 5
3

D1 î q2

2 ï � Pxx 
 Pyy 
 βgwθ 	 q3

Λ1
(4.76)

zavarijansupotencijalnetemperature:

D
Dt

θ2 ��	 2θw
∂Θ
∂z

	 2
q

Λ2
θ2 (4.77)

zadijagonalněclanove: ��� u2

v2

w2

���� � q
3

�� 1
1
1

�� 
 l1
q

�� 4Pxx
	 2Pyy

	 2βgwθ	 2Pxx 
 4Pyy
	 2βgwθ	 2Pxx

	 2Pyy 
 4βgwθ

�� (4.78)
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zanedijagonalněclanove:

	 �� uv
wu
wv

�� � 3l1
q

���� Pxy 
 Pyx�
w2 	 C1q2  ∂U þ ∂z 	 βguθ�
w2 	 C1q2  ∂V þ ∂z 	 βgvθ

����� (4.79)

i zaflukseve temperature: 	 �� uθ
vθ
wθ

�� � 3l2
q

�� uw∂Θ þ ∂z 
 wθ∂U þ ∂z
wv∂Θ þ ∂z 
 wθ∂V þ ∂z

w2∂Θ þ ∂z 	 βgθ2

�� (4.80)

gdesuuvedeneoznake:

Pi j
��	 uiu j

∂Ui

∂x j
(4.81)

Dabi seovaj sistemjednǎcinaintegraliomorajuseformirati granǐcni uslovi. Onesu,štosetičepros-
tornih izvoda,jednǎcinedrugogredapasemorajuformulisatidva granǐcnauslova. Skoro bezizuzetka,
za gornji granǐcni uslov seuzimazabrzinu:

z ! ∞ ; U � Ug � V � Vg � (4.82)

doksusvi turbulentnifluksevi i tkezanemarivi:

z ! ∞ ; � uw� uw� wθ � q2 �"� 0 (4.83)

Drugi granǐcni uslov sedefinǐsena tlu odnosnou blizini tla. Kako iz analzeodnosaflukseva količine
kretanjai fluksatoploteu neposrednojblizini tla znamozadominacijufluksakoličine kretanjau prvoj
aproksimacijisemožeuzetidasevetari temperatura(potencijalna) menjajupo logaritamskom zakonu.
Štosetičeglavnerazmerel , premaParntl-ovoj teoriji a i premaempirijskimsaznanjimaonaje srazmerna
saz. Dakle:

z ! 0# ; U � z� � log � zþ z0m
� � Θ � z� � log � zþ z0h

� � l � z� � κz (4.84)

Kao alternativa zadavanja donjih granǐcnih uslova za vetar i temperauru,uz uslov da je najnǐzi sloj
dovoljno tanak,možemofluksve količine kretanjai toploteodrediti na osnovu iterativnog postupkaiz
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Monin-Obuhov teorije (vidi dodatakB). I konǎcno trebaformirati donjegranǐcneuslove za tke i θ2 .
Uz samotlo smatramoda su difuzija tke kao i njenavremenskapromenaznatnomanjeod produkcije
smicanjem.Kako je i produkcijazbogradasile potiskaovde mnogomanjaod produkcijezbogsmi-
canjaostaje,kao jedinamogúcnost,ravnotěza produkcijezbogsmicanjai disipacije. Ovaj zahtev daje
donji granǐcni uslov za tke. Štosetičevarijansepotencijalnetemperaturepolazéci od brzinetrenjauτ i
fluksatoploteod podloge � wθ � 0, možemoformirati traženuveličinu. Daklezadonjegranǐcnevrednosti
uzimamo:

z ! 0# ; q3 � 0�$� u3
τ � θ2 � 0�$� � wθ � 02 þ uτ

2 % (4.85)

Ukoliko seturbulentneveličine računajuu prognostǐckom modelu,koji ima diskretizovanu vertikalnu
koordinatu,još jednomnaglǎsavamo da za opravdanostovakvih donjih granǐcnih uslova najnǐzi nivo
modelatrebapostaviti dovoljno nisko tako dazaistavaži Monin-Obuhov teorija.

nivo 2:

q3

Λ1

��	 uw
U
z 
 	 vw

V
z 
 βgwθ (4.86)

q
Λ2

θ2 ��	 θw
∂Θ
∂z

(4.87)

Ako sepreko Pxx i Pyy napǐseRičardsonov fluksnibroj i uvedeveličinaΓ definisanakao:

Rif � βwθ
Pxx 
 Pyy � Γ � Rif

1 	 Rif
(4.88)

ondasedobija 	 � uw� vw�&� l1qS̃M ' ∂U
∂z � ∂V

∂z ( (4.89)

i 	 wθ � l2qS̃H
∂Θ
∂z

(4.90)
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gdeje

S̃M
� 3A1

γ1
	 C1

	 � 6A1 
 3A2
� Γ þ B1

γ1
	 γ2Γ 
 3A1Γ þ B1

� γ1
	 γ2Γ � (4.91)

a

S̃H
� 3A2 � γ1

	 γ2Γ � (4.92)

i nakraju

γ1
� 1

3
	 2A1

B1 � γ2
� B2

B1 
 6A1

B1
(4.93)

Konǎcno navešćemoi nivo 1, koji je empirijski izvedenpre nego štojedataova klasifikacija,a u
stvari predstavlja nekonzistentnuredukcijunivoa2.

nivo 1: i
zaflukseve količinekretanjasedobija:	 � uw� vw�&� l1q ' ∂U

∂z � ∂V
∂z ( (4.94)

azavertikalni fluks toplotesedobija: 	 wθ � l2q
∂Θ
∂z

(4.95)

Kao i uvek kadase koristi razmernaanalizakonǎcna potvrdauspěsnostise dobija nakon medju-
sobnogporedjenjarezultatasva četiri nivoa aproksimacije.Prikaztih rezultataje dat na slikama(4.4)
i (4.5) koje su preuzeteiz ((17)). Kao glavni i op̌sti rezultatsemože dati konstatacijada su rezultati
dobijenisanivoom3 mnogobliži punommodelu,nivo 4, nego što je razlikaizmedjunivoa3 i nivoa2.
Recimonivo turbulentnekinetičke energije je skoro isti uz něstovećevrednostikod nivoa4. Takodjeje
visinagranǐcnogslojaskoro ista(neznatnovećakod nivoa4). Napomenimojoš nakrajudasemetodom
pokǔsajai grěske pokazalodasekvalitet prognozeodřzi i kadseu prognostǐckoj jednǎcini zavarijansu
temperaturezanemariizvod po vremenutj. kadasei onasvedenadijagnostǐcku relaciju. Ovakvo zat-
varanjesenaǰcěsće ondaoznǎcava kaonivo 2.5 (vidi Jamada(29)). Na osnovu ovih rezultatai mnogih
drugih simulacijanivo 2.5 je na neki nǎcin postaostandardannivo zatvaranjakod novijih modelaza
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Slika 4.4:Dnenvi hod: (levo) turbulentnekinetǐckeenergije, (desno)varijansepotencijalnetemperature.
(prema(17))
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Slika 4.5: Rejnoldsovi naponi,paralelni geostrofskom vetru, (levo) i normlni na pravacgeostrofskog
vetra (desno)(prema(17))
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prognozuvremenaa takodjei kod okeanskihmodela.Iako je ovaparametrizacijapublikovanajoš 1973.
relativno kasnoje zatvaranjedrugogredauključenou operativne modelemeteorolǒskih službi. Treba
napomenutida pri relativno velikim vremenskimkoracima,onima koji su standardniu modelimaza
prognozuvremena,možedasepojavi problemrealizabilnosti. Premadefiniciji Janjíca (privatnakomu-
nikacija) realizabilnostje zahtev da modelpri nivou forsiranjakoje semože srestiu prirodi morada
proizvedeuobǐcajenekoeficijenteměsanjaili tke. Ovaj, naprvi pogledtrivijalan zahtev, i nije lako, čak
ni mogúce, ispuniti bezdodatnograzvoja prethodnoprikazanogmodela.Za implementacijuovog mod-
ela,u modelimazaprognozuvremenavideti radove od Janjíca (8), (10) i(9), a o ovom ćebiti detaljnije
razmatranou kursuo parametrizacijamafizičkih procesau modelimazaprognozuvremena.

4.3 Zatvaranje tr ećegreda

Kako smoto već istakli kod zatvaranjadrugogredarezultatikoje ta parametrizacijadajesuveoma
zadovoljavajući. Medjutim, postoji jednaklasaproblemakod kojih verovatnopostojipotrebazaformi-
ranjemjednǎcina za momentetrećeg reda. To je modelovanjeturbulentnihpolja u blizini jake temper-
aturneinverzijekojasečestosrécepri vrhuplanetarnoggranǐcnogsloja.To je jednoodretkihmestagde
postojietzv. uz-gradijentnitransportiveličina. U ovom slučaju potencijalnatemperaturaseprenosiod
mestasanižomvrednǒsću kamestusavišomvrednǒsću. Ako bi htelodaseostanepri formi daje srednji
fluks temperaturesrazmeransrednjemgradijentutemperature,tadauz-gradijentnitransferzahteva ”neg-
ativnu” vrednostkoeficijentarazmeněstoje protivnoosnovnoj predstavi o njemu.Ipaktrebanapomenuti
dasei u okviru teorijezatvaranjadrugogreda,u njenojnajop̌stijoj formi, mogurealizovati uz-gradijentni
transporti.Tekkadasekoristi uprǒsćenijaverzija,kodkojesezaistadobijadasufluksevi proporcionalni
gradijentimasrednjihvrednosti,primedbeu vezi sauz-gradijentnimtransferomstoje.

Teorijazatvaranjamomenatatrećeg redanécebiti izloženasaonoliko detaljakaoteorijazatvaranja
momenatadrugogreda,već će sesamonaglasitineki aspektii problemi. Analognonǎcinu na koji se
formiraju jednǎcinezamomentedrugogreda,formirajusei jednǎcinezamomentetrećeg reda:

∂
∂t

uiu juk
�

∂
∂t

uiu jθ �
∂
∂t

uiθ2 � (4.96)
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∂
∂t

θ3 �))
Kao jednailustracijanekaposlǔzi jednǎcinazačlanwθ2:

∂
∂t

wθ2 ��	 Uk
∂

∂xk
wθ2 	 ∂

∂xk
ukwθ2 
 θ2 ∂

∂xk
ukw 
 2wθ

∂
∂xk

ukθ

	 wθ2 ∂
∂z

W 
 wwθ
∂
∂z

Θ 
 βθ3 (4.97)

Naravno,broj nepoznatiȟclanovakodovogsistemajednǎcinaje mnogoveći negou prethodnomslučaju,
a samimtim i broj dodatnihkonstantikoje nije tako lako jednoznǎcno odrediti. Osnovnapretpostavka
je da su verovatnóce odstupanjaod srednjihvrednostidateGausovom funkcijom raspodele.Dakle za
veličinu a � x� :

A � a �+* a � x� dP � x�$� 1

σ , 2π
* a � x� exp � 	 x2

2σ2
� dx (4.98)

Posledicaove pretpostavke je da semomentičetvrtogreda,I4, moguizraziti preko momenatadrugog
reda,I2, jer selako možepokazatidavaži I4 � 3 � I2 � 2. Tako naprimervažerelacije:

ukw3 � 3ukw - w2 (4.99)

ili

ukwθ2 � ukw - θ2 
 2ukθ - wθ (4.100)

itd. Nataj nǎcin problemzatvaranjaje rěseni ostajesamoproverau odnosunaeksperimenteili merenja.
Medjutimako seizvrši integracijaovako formiranogsistemavrlo brzodolazido nestabilnostizakoju je
karakteristǐcnapojava ”negativnih” energija. Time je opetnarǔsenprincip realizabilnosti.Ovogaputa
to je posledicaprevelikih vrednostiza trostruke korelacije,koje su odgovorne za transferenergije od
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većih razmerakamanjimrazmerama.Ovaj problemsemožeotkloniti uzimajúci u obzirvaženjesledéce
nejednakosti (dokazje u dodatkuE); ogranǐcenjazatrostruke korelacije:

αβγ . ÿ α2
�
β2γ2 	 βγ

2  � 1/ 2
(4.101)

kako još zbogpretpostavke o normalnojraspodeliverovatnóceodstupanjavaži:

β2γ2 � β2 - γ2 	 2βγ2 (4.102)

dobijasenejednakost:

αβγ2 . α2 ÿ β2 - γ2 	 2βγ
2 � (4.103)

Kako je trostrukakorelacijasimetrǐcnapo sva tri indeksauslov zapravo glasi:

000 αβγ
000 . min

122223 22224 ÿ α2
�
β2γ2 	 2βγ

2  � 1/ 2ÿ β2
�
α2γ2 	 2αγ2  � 1/ 2ÿ γ2
�
β2α2 	 2βα

2  � 1/ 2 (4.104)

Ovarelacijasekoristi kaopreventivadatrostrukekorelacijenepredjufizički opravdanemaksimume,tj. u
svakom korakuseproveravaju vrednostisvih trostrukihkorelacijai koja predjeogranǐcenje,izjednǎcuje
sesamaksimalnodozvoljenom vrednǒsću. Ukoliko seu modelugradi i ovaj postupakintegracijese
moguprivesti kraju a rezultati su zadovoljavajući čak i u onim situacijamakadaje trebalosimulirati
procesekoji sekarakterǐsuuz-gradijentnimtransportima.Za detaljniji prikazpogledatiradod (11).
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Elementi teorije grani čnog sloja

Granǐcni sloj semožedefinisatikaoregiongdeserěsenjediferencijalnejednǎcinemenjaveomabrzo.
Ovo seděsava kadaje najvǐsi izvod pomňzensamalim parametrom.Opštametodarěsavanjaovakvih
problemaje teorijaperturbacijeametodologijagranǐcnogslojaje njennajprostijioblik. Premadefiniciji
granǐcnogsloja njegova debljinateži ka nuli kadavrednostmalogparametra,ε, teži nuli. Mi ćemose
zadřzati naslučaju izolovanoggranǐcnogslojakoji sejavlja nagranici intervaladefinisanosti.Najlaǩse
objǎsnjenjeovog fenomenaje preko nekoliko primera.Kaoprvi primeruzmimojednǎcinu:

ε
d2y
dx2 
 � 1 
 ε � dy

dx 
 y � 0 (A.1)

uzgranǐcneuslove y � 0�$� 0 i y � 1�"� 1. Tačnorěsenjeove jednǎcineje

y � x�5� eò x 	 eò x
ε

eò 1 	 e
1
ε

(A.2)

Analizirajmo sadaosobineovog rěsenja. Ako ε ! 0# tadarěsenjeima prekid u tački x � 0. Za
maluvrednostε rěsenjesesporomenjasapromenomx-a semu uzanomregionuoko 0, unutarintervala
0 6 x 6 ε, gde se rěsenjejako brzo menja. Upravo ovaj region se naziva granǐcnim slojem i on je
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^

Granicni sloj

0               0.2              0.4                0.6            0.8              1.0
0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

^

^

Spoljasnji region
(unutrasnji region)

 ε=0.1

ε=0.025

x

Slika A.1: Grafik funkcijey � x�7� � e8 x 	 e8 x
ε � þ � e8 1 	 e

1
ε � , na intervalu � 0 . x . 1� za dvevrednosti

parametra ε � 0 % 1 i 0 % 025. Pri manjoj vrednostiε-a uži je granični sloj odnosnounutrašnji region.
(PremaOrzag i Bender, 1978)

debljineO � ε � . Region u komesupromenesporenaziva sespoljni (spoljǎsnji) region. Najop̌stije rěsenje
bi bilo ono koje dajevrednostiy-a za svako x, tzv. globalnorěsenje. Medjutim u op̌stemslučaju nije
potrebnopoznavati globalnorěsenje.Analizasemožeuraditi tako štoseposebnorazmatrajuponǎsanjau
spoljǎsnjemregionugdesemožezanemaritinajvǐsi člankoji je pomnǒzensamalimparametrom.Unutar
granǐcnogslojakoji je po pravilu veomamali možemosmatratidasukoeficijentiu jednǎcini konstatnii
tako veomauprostitiproblem.Dakle,jednǎcinaseaproksimirasavišerěsenjazaspoljǎsnji i unutrǎsnji
region, kojih u principu može biti i više od jednog. Prilikom rěsavanja odgovarajúcih jednǎcina za
spoljǎsnjei unutrǎsnjeregionepojavićeseintegracionekonstantekoje možemodaodredimoiz zahteva
da postoji asimptotsko poklapanjerěsenjaiz granǐcnogsloja i spoljǎsnjeg regiona. To poklapanjeje u
prelaznomsloju od granǐcnogslojaka spoljǎsnjemregionui obrnuto.Uvedimou granǐcnomsloju novu
promenljivu X � xþ ε. Ovaj sepostupaknaziva i teleskopiranje jer seuzanideo,granǐcni sloj koji je
veomamali i redaO � ε � , preslikava nakonǎcaninterval redaO � 1� preko promenljive X. Tadasegranǐcni
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uslov izlaskaiz granǐcnogslojaka spoljǎsnjemslojumoženaznǎciti kao

lim
X 9 x

ε : # ∞
y � X � (A.3)

dokprelaziz spoljǎsnjeg slojakagranǐcnomslojunaznǎcavamokao1

lim
x: 0; y � x� (A.4)

i tadaasimptotsko sklapanjeznǎci :

lim
X 9 x

ε : # ∞
y � X �&� lim

x: 0; y � x� (A.5)

pri čemuove granǐcne vrednostiu op̌stemslučaju moǧu biti ispunjenei na nekom podskupurealnih
brojeva, odnosnoda imamo”preklapanje”funkcija a ne samojednakost granǐcnih vrednostiu jednoj
tački. Veličinu koja zadovoljava relaciju (A.5) obelězavamosayspoj . Shematskiovo semožeprikazati
kao na slici (A.2 ). Vratimo se ponovo nǎsemprimeru. Izvan granǐcnog sloja, jednǎcinu možemo
aproksimiratikao

dysp

dx 
 ysp
� 0 (A.6)

gdeje uvedenaoznakaysp zadeorěsenjakoji važi zadeodomenaizvangranǐcnogsloja.Rěsenjezaysp

je:

ysp � x�$� C e8 x (A.7)

Granǐcni uslov koji odredjujeC je onajsakrajadomena� x � 1� :
y � 1�"� 1 < C � e� (A.8)

što,zaspolǎsnjerěsenje,daje:

ysp � x�$� e1 8 x % (A.9)

1Ako bi debljinaspoljǎsnjeg slojabila δ a ne1 kaou nǎsemsličajutadabi prelazx = 0> postaox
δ = 0>
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A-C2

0               0.2              0.4                0.6            0.8              1.0

^

Granicni sloj

x

Spoljasnji region

^

(unutrasnji region)

y(0)=A

sp uny  (x) y   (x)

y(1)=B

$Egzaktno resenje$

Slika A.2: Shematskiprikaz rešenjaproblemagraničnevrednostiεy? ?@� x� 
 a � x� y?A� x� 
 b � x� y � x�B� 0 na
domenuC 0 . x . 1D uzuslov a � x�BE 0 i uzgraničneuslovey � 0�$� a i y? � 1�$� B

Naravno,kako je (A.6) jednǎcinanižeg redaodpolazne,možemodazadovoljimo deogranǐcnihuslova,u
ovom slučajuto je bio desnigranǐcni uslov. Levi granǐcni uslov ćebiti zadovoljen unutrǎsnjim rěsenjem
koje važi zagranǐcni sloj. Tu uvedimosmenuX � xþ ε. Tadapolaznajednǎcinapostaje:

d2Y
εdX2 
 ' 1 
 1

ε ( dY
dX 
 Y � 0 (A.10)

ako sadaε ! 0
 tada1þ ε EFE 1 pajednǎcina(A.10) prelaziu

d2Y
dX2 
 dY

dX
� 0 (A.11)
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ili

d
dX ' dY

dX 
 Y ( � 0 (A.12)

odnosno ' dY
dX 
 Y ( � C2 (A.13)

štodaje

d
dX

� Y 	 C2
� 
 � Y 	 C2

�"� 0 (A.14)

sadaserěsenjemozedirektnomozenapisatiu obliku

Y � X �&� C3
	 C2e8 X (A.15)

Vidimo da se za unutrǎsnji deo domenapojavljuji dve integracionekonstanteC2 i C3 jer je (A.11)
jednǎcina drugogreda.Na prvi pogledimamoproblemjer namje preostaosamojedangranǐcni uslov,
onaj koji važi za x � 0. Iz ovog granǐcnoguslova oderedjujemoC2. Drugu konstantuodredjujemoiz
uslova zaneprekidnǒsću pri prelazuiz unutrǎsnjeg ka spoljǎsnjemdeludomena,koji formulišemokao:

lim
X : # ∞

Y � lim
x: 0# ysp

%
Kako je drugi limesjednakedobijamodajeC3

� e. Dakle:

Y � X �&� e 	 C2e8 X (A.16)

Kako smoveć napomenuligranǐcni uslov y � 0�G� 0 sekoristi za odredjivanjeC2, što dajeC2
� e, pa

unutrǎsnjerěsenjeje postaje:

Y � X �&� e1 8 X � e� 1 8 x
ε
�

(A.17)

Sdakadaimamospoljǎsnje i i unutrǎsnjerěsenjekako náci i uniformnuaproksimacijutačnogrěsennja
koja ćedavaži zaceodomen?Svakaod aproksimacijavaži zasvoj deodomena.Uunutrǎsnjerěsenje
je rěsenjekojedobroopisujeponǎsanjefunkcijeu granǐcnomdomenuaspoljǎsnjerěsenjedobroopisuje
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ponǎsanjefunkcijeuostatkudomean.KododeredjivanjaC3 postavili smododatnizahtev dakadaxþ ε 	HE
 ∞ i kadax 	IE 
 0 respektivnarěsenjateže istoj funkciji. Ovo, zajednǐcko rěsenje,́cemodaobelězimo
kaoyspoj . U nǎsemprimeruyspoj je

yspoj
� e (A.18)

konstanta.U op̌stemsličajuto možebiti i funkcija. To je upravo bio slučaj kadasmotražili preklapanje
zakonazidai zakonadefektai dobili logaritamskuzavisnostu deludomenau komesevrši spajanje.Za
op̌sterěsenjemožemodauzmemozbir yun i ysp ali dabi bilo uniformnomoramodaoduzmemoyspoj jer
i yun i ysp gaveć sadřze(krozoderedjivanjeintegracionihkonstanti).Dakle:

yunif
� yun 
 ysp

	 yspoj
% (A.19)

odnosno

yunif
� e

�
e8 x 
 e8 x/ ε 	 1 (A.20)

Ako sesadavratimo jednǎcinamakretanjakod viskoznogfluida ondaje jasnoda zbogtogašto je
najvǐsi izvod,u članuviskoznogtrenja,pomnǒzensamalimparametrom,koeficijentomviskoznosti,to je
prirodnoočekivati pojavu granǐcnogslojau blizini tla. Ovdesemoranapomenutidaje sveovo zaslučaj
kadanemamofluks toploteod podloge.Drugavažnaposledicǎcinjeniceda je najvǐsi izvod pomnǒzen
malim parametromje to da je aproksimacijasingularna,jer kadaε ! 0# dolazido skokovite promene
u prirodi diferencijalnejednǎcinezaspoljǎsnji region. Kod unutrǎsnjeg regiona,naprotiv, prirodadifer-
encijalnejednǎcine ostajekao i pre,pa imamoregularnuaproksimacijupravog rěsenja.Medjutia,mmi
spajanjevršimotamogdeteleskopiranapromenljiva X ! 0
 pau tomsmisluopetimamosingularitet.

Razmotrimosadaop̌sti slučaj granǐcnogproblemadrugogstepena,

d2y
dx2 
 a � x� dy

dx 
 b � x� y � 0 (A.21)

pri čemusua � x� i b � x� regularnef-je načitavomintervalu0 6 x 6 1,uzgranǐcneuslovey � 0�J� A i y � 1�K�
B. Premaprethodnojproceduripostojedva regionakoji posebnorazmatramo.OblastO � ε � , unutrǎsnja
oblast,gdeuzimamou obzir uticaj članaεy” i ostatakoblasti,spoljǎsnjaoblast,u kojoj zanemarujemo
εy” član. Tako u spoljǎsnjoj oblasti, kao aproksimacijuuniformnogrěsenja,imamo rěsenjesledéce
diferencijalnejednǎcine.

a � x� dysp

dx 
 b � x� ysp
� 0 (A.22)
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Zaovu diferencijalnujednǎcinuimamosamojedangranǐcni uslov koji jeproizǎsaoiz postavkeproblema.
Pǒstoje ovo diferencijalnajednǎcinaprvog redai to homogenaodmahmožemodapšemorěsenje

ysp � x�$� B exp ' * 1

0

b � t �
a � t � dt ( (A.23)

Unutaroblasti0 6 x 6 e, punadiferencijalnajednǎcinaseaproksimira

d2y
dx2 
 a � 0� dy

dx
� 0 (A.24)

Ova jednǎcinaima rěsenje:

yun � x�$� C1 
 C2 e L 8 a M 0 N x
ε O (A.25)

Jednuintegracionukonstantumožemozadovoljiti iz levog granǐcnoguslova tj.

yun � 0�"� y � 0�"� A (A.26)

štodaje

yun � x�"� A 
 C2 P e L 8 a M 0N x
ε O 	 1Q (A.27)

Iz oblika rěsenjavidimo da je debljinagranǐcnog sloja redaveličine ε što naznǎcavamo sa O � ε � . U
op̌stemslučajuvrednostC2 seodredjujeiz asimptotskog spajanjaspoljǎsnjeg i unutrǎsnjeg rěsenja.

Zaunutrǎsnjerěsenjeu oblastito znǎci daxþ ε ! 
 ∞ granǐcni procesidaju,zaunutrǎsnjuoblast

yun � x� � A 	 C2 � ε ! 0
 � (A.28)

dokzaspoljǎsnjuoblastimamo

ysp � x� � ysp � 0�"� B exp P * 1

0

b � t �
a � t � dt Q � ε ! 0 
 % (A.29)

Ako želimodapostojiprelazrěsenjaiz jedneu druguoblastmoradavaži

C2
� A 	 ysp � 0� (A.30)

Time smodobili obeaproksimacije,zaunutrǎsnju oblastkao i zaspoljǎsnju. Ovo je prikazanonaslici
(A.2). I konǎcno formiramouniformnuaproksimacijukoja važi zaceodomen.Kao štosmoveć ranije
to uradili,

yunif � x�"� ysp � 0� 
 yun � x�R	 yspoj � x� %



B

Računanje flukse va koli čine kretanja i toplote
pomo ću Monin-Ob uhov teorije

B.1 Uvod

Uzmimoop̌sti slučaj konzervativneveličineS� z� . PremaMonin-Obuhov teoriji, unutarpovršinskog
sloja,gradijentneke veličineS� z� je datsledécomrelacijom:

∂S
∂z
�IS Prs

κ
Sτ

uτ

Φs � ζ �
z

(B.1)

uz definicije L � u3
τ þ C κβwθ0 D , ζ � zþ L odnosnoSτ

� ws0 þ uτ. Prs je Prantlov turbulentni broj, koji u
slučajufluksakoličinekretanjaima vrednost1 a u slučajufluksatoplote,vlageili neke drugekozerva-
tivnepasivnesupstanceimavrednost0 % 74. Ukoliko je "izvor" veličinetlo, kaou slučajutoplote,vodne
pare,aerosolai sl. uzimaseznak 	 , doku slčajubrzine, gdeje "izvor" iznadpovršinskog sloja,uzima
seznak 
 . Integracijomodzos dozdobijamo:	 κuτ

PrsSτ
CS� z�R	 S� zos

� D � * z

zos

Φs � ζ �
z

dz (B.2)
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Za izračunavanjeovog integralapogodnogaje napisatiu něstodrugǎcijem obliku:* z

zos

Φs � ζ �
z

dz � * z

zos

1 	 1 
 Φs � ζ �
z

dz � * z

zos

dz
z
	 * ζ

ζos

1 	 Φs � ζ �
ζ

dζ (B.3)

Prvi integral je deokoji opisujeneutralnustratifikaciju, jer kada � ζ ! 0 funkcija Φs � ζ � ! 1, pa drugi
integral nepostoji.

B.2 Nestabilnai neutralna stratifikacija

Na osnovu empirijskihrezultata(Kanzaseksperimenti ostalo)zanestabilanrežim funkcije Φm i Φh

odnosnoΦs semoguaproksimiratiizrazima:

Φs
� � 1 
 as - ζ � 8 1/ 3

gdevrednostparametraas ima različite vrednostizabrzinu(as
� 11% 5) i zatoplotu(as

� 16% 5) itd. Prvi
od dva integralau izrazu(B.3) dajelogaritmskufunkciju. Da bi serěsio drugi integral, nazovimo ga I ,
zbogoblika funkcije Φs uvedimosmenu:

x � � 1 
 asζ � 1/ 3 (B.4)

štodaje
ζ � � x3 	 1� þ as

�TE dζ � 3x2 - dxþ as

Sadaintegral I dobijaoblik

I � * x

xos

1 	 x8 1

x3 	 1
as

1
as

3x2dx � * x

xos

3xdx
1 
 x 
 x2

štokonǎcnodaje

I � 3
2

log
1 
 x 
 x2

1 
 xs0 
 x2
s0

	 , 3 ' arctan
2x 
 1, 3

	 arctan
2xs0 
 1, 3 (

Kadauzmemou obzir i prvi deopolaznogintegrala,log � zþ z0s
� , dobijamotraženurelaciju:

S� z�R	 S� z0
�&��	 Prt

κ
Sτ
uτ ÿ log z

zs0

	 3
2 log 1# x# x2

1# xs0 # x2
s0 
 , 3

�
arctan2x# 1U

3
	 arctan2xs0 # 1U

3
 � (B.5)
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Relacija(B.5)uzdefiniciju(B.4)potpunoodredjujeprofil (zavisnostodz) nekeveličineS, u površinskom
sloju,poduslovom daznamoSτ. Prilikom računaja flukseva toplotei količinekretanjakoristéci Monin-
Obuhov teorijuimamoproblemštosenepoznateveličinenalazekaoargumentitranscedentnihf-ja. Jedan
mogúc pristupje daseračunradi iterativno. U prvoj iteraciji naǰcěsće seuzimajurelacijekoje važeza
neutralnustratifikaciju, što znǎci wθ0

� 0 i za uV neki mali broj, recimouV � 108 5. Tako sedobijaju
prve vrednostiza flukseve. Pomócu njih seizračunarecipročna vrednostdužine Monin-Obuhova (L)
a zatim koristéci izraze(B.4) i (B.5) izračunavamo nove vrednostiflukseva iz kojih se izračunanova,
reciprǒcnavrednostL-a itd. Ovo semože ponoviti višeputadok sene postigneželjenatačnost. Broj
iteracijakojedajuželjenutačnostzavisi odgradijentatemperaturei intenzitetavetra.Prilikom računanja
flukseva uzimanoje da su vetari temperaturavazduhapoznatena visini od 2 metra. U tabeli ((H.1)je
datpotrebanbroj iteracijada bi razlikau fluksevima toploteizmedjudve iteracijebila manjaod 108 5.
Broj iteracija varira u zavisnosti od parametaraproblema,∆T, gradijentatemperaturei brzine vetra.
Postavljeni uslov za tačnost je prili čno oštar. U praksi se obično zahteva manjatačnostpa je i broj
potrebnihiteracijamanji. Trebanapomenutidatabelasadřzi i slučajeve stabilnestratifikacijekoji ćebiti
razmatraniu sledécemodeljku.

B.3 Stabilna stratifikacija

Analognosemožepostupitii u slučajustabilnestratifikacije, s tim štosemoranapraviti ogranǐcenje
daseneudjeu rev zim iznadkriti čnogRikr broja. Za razliku od nestabilnogslučajafunkcije Φm i Φh u
ovomrežimu linearneposvojim argumentimazatoje mogúceeksplicitnorěsiti sistemjednǎcinazafluks
toplotei zafluks količinekretanja.Podjimood izrazazaFm i Fh u slučajustabilnestrafikacije.Polazéci
od definicijedužineMonin-Obuhova

L � u3
τ

κβgwθ0 W u3
τ

κβgH

gdeje sadasaH oznǎcenflukstoploteodpodloge(wθ0), teorijasličnostidajesledéceizrazezagradijente
brzine

dU
dz

� uV
κz

Φm

� z
L
 (B.6)

Znakgradijentabrzineje posledicaznakauw jer vǎzi	 uw
uV � uV E 0
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stb X ∆T � U < 0.1 0.2 0.5 1.0 2.0 5.0 10.0 20.0

-1 -5.0 5 5 6 7 8 5 4 3
-1 -4.5 5 5 6 7 8 5 4 3
-1 -4.0 5 5 6 7 8 5 4 3
-1 -3.5 5 5 6 7 8 5 4 3
-1 -3.0 5 5 6 7 8 5 4 3
-1 -2.5 4 5 6 7 8 5 4 3
-1 -2.0 4 5 6 7 8 4 3 3
-1 -1.5 4 5 6 8 7 4 3 3
-1 -1.0 4 5 6 8 7 4 3 3
-1 -0.5 4 5 6 8 5 4 3 3
0 0.0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0.5 4 4 5 9 6 4 3 3
1 1.0 4 4 5 7 10 4 3 3
1 1.5 4 4 5 6 19 4 3 3
1 2.0 4 4 5 6 18 5 4 3
1 2.5 4 4 5 6 12 5 4 3
1 3.0 4 4 5 6 10 5 4 3
1 3.5 4 4 5 5 9 5 4 3
1 4.0 4 4 4 5 9 5 4 3
1 4.5 4 4 4 5 8 6 4 3
1 5.0 4 4 4 5 8 6 4 3

TabelaB.1: Potrebanbro iteracija dabi serazlikau fluksevimatoploteizmedjudveiteracije, bila manja
od 108 5, za raznevrednostigradijenta temperature (vertikalnakolona) i intenzitetavetra (horizonta-
lan kolona). Parameterstb je indikator nestabilnosti(-1) ili stabilnosti(1). Kada je stb � 0 imamao
neutralnu stratifikaciju.
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odnosnǒcinjenicedaje"izvor" količinekretanjaiznadgranǐcnogsloja.U slučajudaseimajuobekom-
ponenetbrzineU trebadazameniintenzitetsrednjeg vetra(U ! , U2 
 V2). Za temperaturuimamo:

dΘ
dz

��	 θ V
κz

Φh

� z
L
 W 	 Prt H

κzuV Φh

� z
L
 (B.7)

gde je θ V razmertoplote (ranije obelězavan saΘτ). FunkcijeΦm i Φh su linearneu slučaju stabilne
stratifikacije,oblika � 1 	 5zY L � paimamo:

dU
dz

� uV
κz Z 1 	 5

z
L
� (B.8)

dΘ
dz

��	 θ V
κz Z 1 	 5

z
L
� W 	 Prt H

κzuV Z 1 	 5
z
L
� (B.9)

Da bismodobili profile integralimo relacije (B.8) i (B.9) od odgovarajúcih z0m i z0h do visine z, pod
uslovom dasmounutarpovršinskog slojagdevaži Monin-Obuhov teorija.Tako sedobija:

U 	 U � z0m
�"� uV

κ P log ' z
z0m ( 	 5

z 	 z0m

L
Q (B.10)

Θ 	 Θ � z0h
�&��	 Prt H

κuV P log ' z
z0h ( 	 5

z 	 z0h

L
Q (B.11)

ako oznǎcimo:

U 	 U � z0m
�&� ∆U i 	 Θ 	 Θ � z0h

�
Prt

� ∆Θ (B.12)

i uz pretpostavku daje z E[E z0m i z EFE z0h relacije(B.10) i (B.11)možemonapisatikao

∆U � uV
κ P log ' z

z0m ( 	 5
βgκH

u3V zQ (B.13)

∆Θ � H
κuV P log ' z

z0h ( 	 5
κβgH

u3V zQ (B.14)
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daljeako zamenimoH Y uV sah, dobijamo

∆U � uV P 1κ log ' z
z0m ( 	 5βgz

h
u2V Q (B.15)

∆Θ � h P 1κ log ' z
z0h ( 	 5βgz

h
u2

τ
Q (B.16)

I konǎcnouz definicije:

Cm
1
� 1

κ
log ' z

z0m (
C ��	 5βgz (B.17)

Ch
1
� 1

κ
log ' z

z0h (
dobijamodve jednǎcineponepoznatimh i uV

∆U � uV ZCm
1 
 C h

u2
τ

� ; ∆Θ � h ZCh
1 
 C h

u2
τ

� (B.18)

EliminacijahY u2V iz ove dve jednǎcinedaje:

∆U
uV 
 Ch

1
	 Cm

1
� ∆Θ

h
(B.19)

odnosno

h
uV � ∆Θ

∆U 
 uV � Ch
1
	 Cm

1 � (B.20)

štodaje

∆U � Cm
1 uV 
 C

h
uV (B.21)
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EliminacijahY uV iz prethodnedve jednǎcinedaje:

∆U � Cm
1 uV 
 C

∆Θ
∆U 
 uV � Ch

1
	 Cm

1 � (B.22)

ili

u2V 
]\ ∆U � Ch
1
	 Cm

1 �_^
Cm

1 � Cm
1
	 Ch

1 � uV 
 ∆U2 	 C ∆Θ
Cm

1 � Cm
1
	 Ch

1 � � 0 (B.23)

Ako sadauvedemooznake

α W ∆U � Ch
1
	 2Cm

1 �
Cm

1 � Cm
1
	 Ch

1 � i β W ∆U2 	 C ∆Θ
Cm

1 � Cm
1
	 Ch

1 � (B.24)

zabrzinutrenjadobijamo:

uV ��	 α
2 
 ' � α

2
 2 	 β ( (B.25)

Kako je brzinatrenjarealnaveličina,potkorenavrednostmorabiti pozitivna.Daklemoradavaži uslov:� α
2
 2 	 β E 0 (B.26)

ili

∆U2 � Ch
1
	 2Cm

1 � 2
4 \Cm

1 � Cm
1
	 Ch

1 �`^ 2 	 4 \Cm
1 � Cm

1
	 Ch

1 �`^ � ∆U2 	 C∆Θ �
4 \Cm

1 � Cm
1
	 Ch

1 �_^ 2 E 0 (B.27)

Ako malopreuredimoprethodniizraz,uslov (B.26)postaje� Ch
1
	 2Cm

1 � 2
4CCm

1 � Cm
1
	 Ch

1 � 	 1 E ∆Θ
∆U2 (B.28)

I konǎcnozamenjujúci izrazezaC � 5βgz, dobijamo:

βg∆Θ
∆U2 6 � Ch

1
	 2Cm

1 � 2

20Cm
1 � Cm

1
	 Ch

1 � z
	 1 (B.29)
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Ovo je upravo uslov zapostojanjetke, koji je datu odeljkuRičardsonov broj, preko granaǐcnogRi broja.
Kako je mogúce da polaznerelacijeza gradijentebrzine i toplote ”znaju” za postojanjegranǐcnogRi
broja? Informacijao tomesesadřzi u obliku profila funkcija ili preciznijeu nagibu tih profila, a koje
smomi uzeli kaodatu,empirijsku,činjenicu.

Ako sezanemarirazlikakodvisinetrenjazatoplotui količinukretanjǎstoznǎci Cm
1
� Ch

1, tada(B.19)
postaje:

∆U
uV � ∆Θ

h
(B.30)

ili

h
uV � ∆Θ

∆U
(B.31)

dok jednǎcina(B.22)postaje

∆U � Cm
1 uV 
 C

∆Θ
∆U

(B.32)

I konǎcno,zauV dobijamo:

uV � 1
Cm

1 \ ∆U 	 C∆Θ
∆U ^ (B.33)

azah:

h � 1
Cm

1 \ ∆U 	 C∆Θ
∆U ^ ∆Θ

∆U (B.34)

Na slici je dat grafički prikaz flukseva količine kretanjai toplote, za stabilani nestabilanslučaj,
računatihnaosnovu Monin-Obuhov teorije.Visinanakojoj suzadavanevrednostivetrai temperatureje
bila 2 metra.Zaparametraz0m je uzetavrednost0.1m. dok je zaz0h uzetavrednost0.01m.
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Slika B.1: Fluksevi količine kretanja i toploteza nestabilani stabilanrězim za raznevrednotivetra i
raznevrednoti razlike temperature vazduhana visini od 2 m. i temperature tla. U oba slučaja gornji
panelje zaslabijevetrovea donji zajačevetrove.



C

Elementi tenzor ske algebre

U ovomdodatkusudati,boljereći pobrojani,nekipojmovi i elementitenzorskealgebre.Zadetaljniji
prikazoveoblasatkonsultovati nekuod višeknjiga iz oveoblasti.

C.1 Indeksna notacija

Upotrebomindeksnenotacijetenzorske veličinesemoguveomakonciznopisati.Naravno u op̌stem
slučaju sve su veličine tenzori različitog reda,s tim što za tenzornultog redaimamospecijalnoime,
skalar

S a c (C.1)

zatim za tenzorprvog redaimamoime vektor. Skalarisu veličine koje sekarakterǐsu jednim brojem,
vektorisadvabrojau slučajudvodimenzionogprostoraili satri brojau slučajutrodimenzionogprostora,
ali u obaslučajaje to jednoindeksnaveličina

V a�C vD i (C.2)
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gdeje indeksi=1,2,..već koliko dimenzijaimaprostor. Tenzordrugogredaje dvoindeksnaveličina

T abC t D i j (C.3)

doke je tenzortrećeg redatroindeksnaveličina

T a�C t D i jk (C.4)

i tako dalje. Sve operacijesa skalarima(trivijalno), vektorima ili op̌ste rečeno tenzorimamožemo
napisatikoristéci indeksnunotaciju.Kaoprvi primeruzmimoskalarniproizvod dva vektora:

A - B a a1b1 
 a3b3 
 a3b3 a 3

∑
i 9 1

aibi (C.5)

Kao drugiprimeruzmimoadvektivni član:

V - ∇V a v1
∂V
∂x1 
 v2

∂V
∂x2 
 v3

∂V
∂x3

a 3

∑
i 9 1

vi
∂V
∂xi

(C.6)

odnosnosamoperatoradvekcije:

V - ∇ a v1
∂

∂x1 
 v2
∂

∂x2 
 v3
∂

∂x3
a 3

∑
i 9 1

vi
∂

∂xi
(C.7)

Uočavamodakadagodsepojavi isti indeksdva putapo njemusevrši sumiranjetako da je to u stvari
tzv. nemi indeks.Zato je usvojenakonvencijadakadgodseindekspojavi dva putau nekom monomu
ondasepodrazumeva sumiranjepo tom indeksuali sesamznaksumeizostavlja.

Zbogčesteupotrebejediničnogtenzorauvedenaje oznakatzv. Koronekerova δ nasledéci nǎcin:

δi j adc 1
0

i a j
i ea j

(C.8)
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Primergdesemožekoristiti Koronekerova δ-a je u sledécoj relaciji

∂
∂xi

a δik
∂

∂xk
(C.9)

čimesmoprěsli sadiferenciranjapoxi nadiferenciranjepoxk. Zbogove relacijetenzorδik sejoš naziva
i zamenjujúci tenzor.

Drugi čestokorišćensimbolje tzv. menjajúci tenzorili simbolLevi-Čivita (poItalijanskommatematǐcaru)
koji je definisannasledéci nǎcin:

εi jk a 13 4 1 i a 1 � j a 2 � k a 3 i sve cikl % perm%f 1 i a 1 � j a 2 � k a 3 i sve cikl % perm%
0 ostalo

(C.10)

Naprimerdabi sevektorskiproizvod napisaou indeksnojnotacijimorasekoristiti ovaj simboljer:g
A h B i i a εi jkA jBk (C.11)

Kao drugi primerrelacijeu kojoj sejavlja tenzorεi jk možemodanavedemorazvoj determinantetrećeg
reda: 000000 u1 u2 u3

v1 v1 v1

w1 w2 w3

000000 a εi jk uiv jwk (C.12)

C.2 Simetrični i antisimteri čni tenzori

Definicija
Simetrǐcan tenzorje tenzorkoji nécepromenitivrednostako indeksii i j zamenemesta.Ako pri za-

menimestaindeksai i j imamopromenuznakakododgovarajúcih komponentitadaje to antisimetrǐcan
tenzor. Navedimo,bezdokaza,sledécu teoremuiz tenzorske algebre:

TeoremaSvakitenzorsemǒzerastavitina simetrǐcni i antisimterǐcni deo. Na primerP ∂ui

∂x j
Q[a 1

2 P ∂ui

∂x j 
 ∂u j

∂xi
Q f 1

2 P ∂ui

∂x j

f ∂u j

∂xi
Q (C.13)

U prvoj zagradije simetrǐcantenzorjer ako indeksii i j zamenemestavrednostizrazasenécepromeniti.
Ako seu drugojzagradiuradi to isto vrednostizrazaćedapromeniznaktj. u pitanju je antisimetrǐcan
tenzor.
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C.3 Izotr opni tenzori

Definicija
Tenzorsenaziva izotropnimako mu sve komponenteostanunepromenjenepri proizvoljnoj rotaciji

koordinatnihosa.

Teorema
Svakiizotropni tenzorsemǒzenapisatikaolinearnakombinacijaizotropnog tenzora drugog reda.

Posledicaovoga je da su jedini izotropni tenzori neparnogredatrivijalni tenzori (svi elementisu
nule).

Primer1.
Opšti oblik tenzoradrugogredaje:

τi j a C δi j (C.14)

Primer2.
Opšti oblik tenzorǎcetvrtogredaje:

τi jkl a C1δi jδkl j C2δikδ j l j C3δil δ jk (C.15)

C.4 Vežbe

Zadatak1
Dokazati:

δi j a 3δik k εi jk a 0

Zadatak2
Izračunatikomponentetenzorǎsestogreda

εi jk k εlmk

Zadatak3
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Dokazati:

εi jk k εi jk a 2δik

Zadatak4
Pokazatidatenzoriδik i εi jk ostajuinvarijantninarotacijekooordinatnihosa.

Zadatak5
Pokazatidaje tenzorεi jk k εlmk izotropan.



D

Izvodjenje jedna čine za turb ulentn u kineti čku
energiju

Polazimood jednǎcinazatrenutnevrednosti

∂ũi

∂t j ũk
∂ũi

∂xk
j εil m fl um a f ∂

∂xk
C δik p̃D f δi3giβθ̃ j ν

∂2

∂x2
k

ũi (D.1)

∂θ̃
∂t j ũk

∂θ̃
∂xk

a α
∂2

∂x2
k

θ̃ (D.2)

gde je sa p̃ obelězen tzv. kinematǐcki pritisak, količnik pritiska p̃ i gustineρ0. Ako sadarastavimo
trenutnuvrednostũi nasrednjuvrednostUi i odstupanjeod srednjevrednosti(fluktuacije)ui

ũi a Ui j ui (D.3)

i analognoostaleveličine,dobijamo:

∂U i
∂t j ∂ui

∂t j Uk
∂U i
∂xk
j Uk

∂ui
∂xk
j uk

∂U i
∂xk
j uk

∂ui
∂xk
j εil m flUm j εil m fl uma f ∂

∂xk
C δikPD f ∂

∂xk
C δik pD f δi3giβΘ f δi3giβθ j ν ∂2

∂x2
k
Ui j ν ∂2

∂x2
k
ui

(D.4)
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Ako sadaprimenimooperatorosrednjavanjadobijamo:

∂Ui

∂t j Uk
∂Ui

∂xk
j uk

∂ui

∂xk
j εil m flUm a f ∂

∂xk
C δikPD f δi3giβΘ j ν

∂2

∂x2
k

Ui (D.5)

Jednǎcinezafluktuacijedobijamoako od (D.4) oduzmemo(D.5):

∂ui

∂t j Uk
∂ui

∂xk
j uk

∂U i

∂xk
j uk

∂ui

∂xk

f uk
∂ui

∂xk
j εil m fl um a f ∂

∂xk
C δik pD f δi3giβθ j ν

∂2

∂x2
k

ui (D.6)

Ako sadaovo napǐsemo,ali zakomponentubrzinesaindeksomj imamo

∂u j

∂t j Uk
∂u j

∂xk
j uk

∂U j

∂xk
j uk

∂u j

∂xk

f uk
∂u j

∂xk
j ε j lm fl um a f ∂

∂xk \ δ jk p̂ f δ j3g jβθ j ν
∂2

∂x2
k

u j l (D.7)

Pomnǒzimo sada(D.6) sau j a (D.7) saui i potomih saberimo.Tadasedobija:

u j
∂ui
∂t j ui

∂uj

∂t j u jUk
∂ui
∂xk
j u juk

∂U i
∂xk
j uiUk

∂uj

∂xk
j uiuk

∂U j

∂xk
j u juk

∂ui
∂xkf u juk

∂ui
∂xk
j uiuk

∂uj

∂xk
f uiuk

∂uj

∂xk
j u jεil m fl um j uiε j lm fl uma f u j

∂
∂xk
C δik pD f ui

∂
∂xk \ δ jk p̂ f δi3giβθu j

f δ j3g jβθui j νu j
∂2

∂x2
k
ui j νui

∂2

∂x2
k
u j

(D.8)

Konǎcnoako uzmemou obzir jednǎcinu kontinuitetai pravilo o difrenciranjuproizvodamožemoadvek-
tivni člandanapǐsemou fluksnomobliku. Tadaprethodnarealcijapostaje:

∂
∂t u j ui j Uk

∂
∂xk

u j ui j u juk
∂U i
∂xk
j uiuk

∂Ui
∂xk
j uk

∂
∂xk

u j ui
f u juk

∂ui
∂xk
f uiuk

∂uj

∂xkj u jεil m fl um j uiε j lm fl um a f ∂
∂xk m δik puj n f ∂

∂xk \ δ jkpui ^ j p Z ∂uj

∂xi
j ∂ui

∂xj of δi3giβθu j
f δ j3g jβθui

f 2ν∂uj

∂xk

∂ui
∂xk
j ν ∂2

∂xk
2 uiu j

(D.9)
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Konǎcno,nakon osrednjavanja,dobijamojednǎcinezaRejnoldsove napone:

∂
∂t uiu j j Uk

∂
∂xk

uiu j j u juk
∂Ui
∂xk
j uiuk

∂U j

∂xk
j ∂

∂xk
u jukui j u jεil m fl um j uiε j lm fl uma f ∂

∂xk m δik puj n f ∂
∂xk \ δ jkpui ^ j p Z ∂uj

∂xi
j ∂ui

∂xj o f δi3giβθu j
f δ j3g jβθuif 2ν∂uj

∂xk

∂ui
∂xk
j ν ∂2

∂x2
k
uiu j

(D.10)

Drugi deoizrazaza viskoznotrenjeje mnogomanji od prvog jer je prostornirazmersrednjihveličina
mnogomanjiodprstornograzmeraproizvodafluktuacija.PremaodeljkuProstornei vremenske razmere
kodhomogenei izotropneturbulencije, prostornirazmerfluktuacijaje razmerKolmogorovaa(η) arzmer
srednjihvrednostije integralni razmer(L). Uzimajúci ovo u obzirrazmeričlanovai koji sepojavljuju kod
izrazazaviskoznotrenjeiznose:

∂u j

∂xk

∂ui

∂xk p q2

η2 (D.11)

i

∂2

∂x2
k

uiu j p q2

L2 (D.12)

Ako sadaoznǎcimo saq2 dvostrukuvrednostturbulentnekinetičke energije, q2 a u2 j v2 j w2, nakon
kontrakcijeindeksai i j konǎcnodobijamotraženurelaciju:

∂
∂t q 1

2q2 r j Uk
∂

∂xk q 12q2 r j ∂
∂xk

1
2uk u2

i a f ∂
∂xk m δik pui n f uiuk

∂Ui
∂xk
f δi3giβθui

f ν ∂ui
∂xk

∂ui
∂xk

(D.13)
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Teorema abc s a2 t b2c2 u bc
2v

Teorema
Dokazati:

abc w+x a2 y b2c2 f bc
2 o (E.1)

Dokaz
Prvo uočimo dazaproizvoljnu srednjuvrednostC važi:

abc z a { bc j C | (E.2)

Zaista:

a { bc j C |"z abc j aC z abc j Ca z abc (E.3)

Ako sadaprimenimoŠvarc-ovu nejednakost:

f 2g2 } f g
2

(E.4)
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2 o

natrostrukukorelacijudobijamo:

abc
2 z a { bc j C | 2 w a2 k { bc j C | 2 z a2 y { bc| 2 j 2Cbc j C2 o (E.5)

Kako ovo važi zasvakusrednjuvrednost,važiće i zaC z ~ bc, a tadaje

abc
2 w a2 k y b2c2 ~ bc

2 o (E.6)

štoje trebaloi dokazati.
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Ergodiska teorema, jedan dovoljan uslo v za
njeno važenje

Da bi sedefinisaojedandovoljan uslov zavaženjeErgodiske teoremeprvo ćemodokazatilemu:
Lema
Ako je τ z t � � ~ t � i R{ τ | autokorelacionafunkcijazastacionarnuturbulencijutadaje:

1
T2 � T

0 � T

0
R{ τ | dt � dt � � z 2

T � T

0 � 1 ~ τ
T � R{ τ | dτ (F.1)

Dokaz
Ako uz

τ z t � � ~ t � (F.2)

definǐsemoi

t z t � � j t � (F.3)
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tadavaži:

t z τ j 2t � (F.4)

I obrnutozatekúcavremenat � i t � � tadavaži:

t � z t ~ τ
2

(F.5)

i

t � � z t j τ
2

(F.6)

Iz prethodnihrelacijasledidasuτ z const linije:

t � � z τ j t � (F.7)

dok sut z const linije:

t � � z t ~ t � (F.8)

Ilustracijatih vezaje datanasledécoj slici gdesuprikazanelinije τ z 0, τ z T
2 kaoi linije t z T

2 i t z T.
Ako sadasmenedefinisanerelacijamaF.5 i F.6 zamenimou

Slika F.1: Odnosdvakoordinatanasistema(t � i t � � premat, τ )

1
T2 � T

0 � T

0
R{ τ | dt � dt � � (F.9)

dobícemo:

1
T2 � T

0 � T

0
R{ τ | dt � dt � � z 2

T2 � 2T � τ

τ � T

0
R{ τ | Jtr f dtdτ (F.10)
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gdeje Jtr f jakobijantransformacije{ t �@� t � ��| u { t � τ |
Jtr f z ∂t �

∂t
∂t � �
∂τ j ∂t �

∂τ
∂t � �
∂t

z 1
2

(F.11)

Tako dobijamo:

2
T2 � T

0

1
2

R{ τ | dτ � 2T � τ

0
dt z 2

T � T

0 � 1 ~ τ
T � R{ τ | dτ (F.12)

čimeje završendokazleme.

Ergodiskateorematvrdi da:�
ũα � z limT ��� ∞

1
T � T

0 ũα { t | dt z ũ z limN ��� ∞ ∑N
α � 1 ũα { t | (F.13)

gde je
�
ũα � srednjakpo vremenua ũ srednjakpo ansamblu. Mi ćemodokazatida pod odredjenim

uslovima
�
ũα � ~ ũ � 0 ako T � j ∞.

Dokaz
Ukoliko je interval merenjaT konǎcandefinǐsimoveličinu Eα kao:

Eα z 1
T � T

0
ũα { t | dt ~ � ũα � (F.14)

Štaje njensmisao? To je grěskakoja bi senapravila ako bi sesrednjavrednostdobijenazakonǎcnoT
proglasilasrednjomvrednǒsću zaneogranǐcenudužinu merenja.Premanjenojdefiniciji je:{ Eα | 2 z�� 1

T � T

0
ũα { t | dt ~ � ũα �A� 2

(F.15)

Štaćesedesitisa { Eα | 2 ako broj realizacijaansamblaneogranǐcenoraste? Ako izračunamonjensredn-
jak po ansamblu: { Eα | 2 z � 1

T � T

0
ũα { t | dt ~ � ũα � � 2

(F.16)
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Kako je ũα ~ ũα z uα odstupanje(fluktuacija),i pǒstosuoperatoriosrednjavanjai integriranjakomuta-
tivni važi: { Eα | 2 z 1

T � T

0
dt � � T

0
dt � � u { t � | u { t � � | (F.17)

što,premaprethodnodokazanojlemi, postaje:{ Eα | 2 z 2
T � T

0 � 1 ~ τ
T � u { t | u { t j τ | dτ (F.18)

Sadaako T � j ∞ imamosledécu procenu: { Eα | 2 � u2Λτ

T
(F.19)

koja odmahdajedovoljan uslov za { Eα | 2 � 0 a to je daje Λτ ogranǐcenojer tadaispunjeno:

T � j ∞ ;
�
ũα � ~ ũ � 0

Nakrajumožemodati jedanalternativni iskazergodiske teoreme,ato je iskazdajedan,veomadugǎcak,
vremenskiniz mǒzemotretitrati kaoN realizacijaistog eksperimenta.



G
Businesk aproksimacije

Busineskaproksimacijapolaziod idejedasedeopolja gustinekoji je odgovoranzapostojanjesile
gradijentapritiska,atimei kretanja,možesmatratikaoporemécaj(perturbacija)osnovnogstanja.Uop̌ste
zasve termodinamǐcke veličinepretpostanljamo:

ρ̃ z ρ0 j ρ
T̃ z T0 j T
p̃ z p0 j p
θ̃ z θ0 j θ

(G.1)

uzuslove

ρ0 �F� ρ
T0 �F� T
p0 �[� p
θ0i �[� θ

(G.2)

Dalje, osnovno stanjesekarakterǐse odsustvom kretanjašto znǎci da je horizontalnakomponentasile
gradijentapritiskanula,au vertikalnompravcu seuspostavlja hidrostatǐckaravnotěza. Dakle:

0 z ~ 1
ρ0

∂p0

∂x
(G.3)
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0 z ~ 1
ρ0

∂p0

∂y
(G.4)

0 z ~ 1
ρ0

∂p0

∂z
~ g (G.5)

Termodinamǐcke veličine osnovnog stanja,kao jednogfizički mogúceg stanja,nezavisno zadovol-
javaju jednǎcinu stanja:

p0 z Rρ0T0 (G.6)

a definicijapotencijalnetemperaturedaje:

θ0 z T0 � p00

p0 � κ
(G.7)

Zbog uslova (G.5) izvršićemolinearizacijutermodinamǐckih relacija,jednǎcine stanjai relacijeza po-
tencijalnutemperaturu.Tadajednǎcinastanjapostaje:

p0 j p z R{ ρ0 j ρ |�{ T0 j T | (G.8)

a zbog(G.6)važi:

p
p0
z ρ

ρ0
j T

T0
(G.9)

i analognorelacijazapotencijalnutemperaturupostaje:

θ
θ0
z T

T0

~ κ
p
p0

(G.10)

EliminacijomodnosaT � T0 dobijamo

θ
θ0
z ρ

ρ0

~ { 1 ~ κ | p
p0

(G.11)
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Drugi člannadesnojstranije mnogomanjiod prvog tako dasedobijarelacijaizmedjuθ � θ0 i ρ � ρ0

θ
θ0 � ~ ρ

ρ0
(G.12)

Izvršimosadalinearizacijutrećejednǎcinekretanjatako štou jednǎcini:

∂w
∂t j l�l�l z ~ 1

ρ
∂p
∂z
~ g (G.13)

razlǒzimo ρ i p. Ako sezanemarěclanovi višeg redakoji potiču od razvoja izraza1��{ ρ0 j ρ | u red,za
desnustranusedobija:

1
ρ

∂p
∂z j g � 1

ρ0
� 1 ~ ρ

ρ0 � � ∂p0

∂z j ∂p
∂z � j g (G.14)

ili

1
ρ

∂p
∂z j g z 1

ρ0

∂p0

∂z j 1
ρ0

∂p
∂z
~ ρ

ρ0

∂p
∂z

1
ρ0

~ ∂p
∂z

1
ρ0

ρ
ρ0
j g (G.15)

Konǎcno,kadauzmemou obzir jednǎcinu stanjai hidrostatǐcku relacijuzaosnovnostanjei zanemarimo
proizvod odstupanjaod osnovnogstanja,pretposlednjǐclanu prethodnojrelaciji, dobijamo:

1
ρ

∂p
∂z j g z 1

ρ0

∂p
∂z j g

ρ
ρ0

(G.16)

koja zbogrelacije(G.12)dobijakonǎcanoblik

1
ρ

∂p
∂z j g z 1

ρ0

∂p
∂z
~ g

θ
θ0

(G.17)

Razlogzǎsto je ostaočlan koji je srazmeranporemécenju,ρ � ρ0 odnosnoθ � θ0, je što seon javlja kao
deoproizvodačiji je drugi produktg. Kako g nepostojiu prve dve komponentejedaňcinakretanjatako
nemani članaρ � ρ0 i zatosesréce i sledécadefinicijaBusineskaproksimacije:Busineskaproksimacija
znǎci zanemaritiodstupanjagustineod gustineosnovnog stanjasemkadaje odstupanjepomnǒzenosa
g . Nakraju napǐsimodeosistemajednǎcinakretanjakoji ilustrujeBusineskaproksimaciju:

∂u
∂t j l�l�l z ~ 1

ρ0

∂p
∂x

(G.18)
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∂v
∂t j l�l�l z ~ 1

ρ0

∂p
∂y

(G.19)

∂w
∂t j l�l�l z ~ 1

ρ0

∂p
∂z j g

θ
θ0

(G.20)
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H.1 Uvod

U nekim oblastimadinamǐcke meteorologije- ovde narǒcito imamou vidu proceseu prizemnom
slojuatmosferedakleupravo umikrometeorologiji-̌cestonemožemopolazéci odfundamentalnihjednǎcina
hidrodinamike dadobijemozakonekoji opisujupojave ili veličinu koja nasinteresuje.Tadasmoprin-
udjeni da veću pǎznju poklonimo eksperimentalnimmetodama. Pri tome je čestood velike koristi
korišćenjemetodadimenzionalneanalize;njime semože prethodnodobiti dostainformacijao dopus-
tivom funkcionalnomobliku medjusobnezavisnosti posmatranihveličina. Ovakva analizaseobavlja
jednostavno i bezmnogonapora. Poredtoga, rezultatiove analizeveć i samiza sebemoguda budu
veomapoǔcni, a običnomnogoolaǩsavaju kasniji eksperimentalnizadatak.Osnovi metodadimenzion-
alneanalizećeseu ovoj glavi něstodetaljnijeprikazatii dácesenekoliko jednostavnih primera.

H.2 Dimenzionalnei bezdimenzionalneveličine

Fizičke veličine, koje posmatramou fizici i u dinamǐckoj meteorologiji, izražavaju se jednim ili
sa više brojeva. Npr. temperaturase izražava jednim brojem; brzina, posmatranakao vektor, sa tri
broja, itd. Ako ovaj broj ili brojevi zavise od mernih jedinica izabranihprilikom merenjate veličine,
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onasenaziva dimenzionalnom.Uz broj je tadauvek potrebnojoš i reći u kojim mernimjedinicamaje
posmatranabrojnavrednostdata.Npr. odstojanjedve tačke možeda iznosi2,3 metra,ili 2,3 m. Da je
kaojedinicazamerenjedužinebio ovdeusvojensantimetar, brojna vrednostposmatranogodstojanjabi
bila druǩcija. Veličine čija brojnavrednost,naprotiv, ne zavisi od izboramernihjedinica,nazivaju se
bezdimenzionalnim.Npr. ako ugaoα definǐsemokaoodnosdužinelukas i odstojanjar, tj.

α z s
r

(H.1)

ugaoα će da bude bezdimenzionalnaveličina. Njegova brojnavrednostne zavisi od izbora jedinice
za merenjedužine luka i odstojanjai poslebrojnevrednostiugla α, npr. 0,12nije potrebnoreći koje
mernejedinicesu tu korišćene. Brojnavrednostposmatranogugla je istabezobzirada li dužinu luka
i odstojanjemerimou metrimaili santimetrima.Nije těsko uvideti da veličine postajudimenzionalne
ili bezdimenzionalneu stvari samokaoposledicadogovora, tj. usvojenedefinicije. Mogli smousvojiti
druǩciju definiciju ugla, po kojoj bi seuglovi merili stepenimaili brojemnekih drugih, većih uglova,
npr. pravih. Tadabi ugaobio dimenzionalnaveličina i njegova brojnavrednostbi zavisila od izbora
jedinica za merenje. Isto tako, mi smo se mogli dogovoriti da je dužina, po definiciji, uvek odnos
posmatranedužine i neke drugeuvek iste jediniceza dužinu, npr. dužine od 1 metar. Tadabi dužina
bila bezdimenzionalnaveličina. Prematome,pojmovi dimenzionalnihi bezdimenzionalnihveličinasu
relativni, tj. odnoseseuvek naprethodnousvojendogovor o definiciji tih veličina.

H.3 Osnovne i izvedeneveličine

Raznefizičke veličinesumedjusobnopovezanedefinicijamaili zakonimau obliku jednǎcina. Zbog
toganije potrebno,ani pogodnonezavisnodefinisatijedinicezamerenjesvihveličina;svakaodfizičkih
jednǎcinasemožeiskoristiti zadefinisanjejedinicezamerenjejedneodveličina,nakon štosuutvrdjene
jedinicezamerenjepreostalihveličinau toj jednǎcini. Npr. standardnipostupakje dasedefinicijabrzine

v z ds
dt

(H.2)

nakon štosedefinǐsujedinicezamerenjedužine(predjenogputas) i vremenat, koristi istovremenoi za
definisanjejediniceza merenjebrzine: to je brzinakojom sepredjeniput povećava za jedinicu dužine
po jedinici vremena. Kada je ovako utvrdjenajedinica za brzinu, definicija ubrzanjase na analogan
nǎcin koristi zadefinisanjejedinicezaubrzanje.Posleovogase,ako sejoš definǐsei jedinicazamasu,
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prvi Njutnov zakon može koristiti za definisanjejediniceza silu. Na ovaj nǎcin se,polazéci od neko-
liko u početkuusvojenihnezavisnih mernihjedinica,mogupogodnimredosledomdefinisatijediniceza
merenjesvihostalihveličina.

Veličinečije semernejedinicepri ovakvom postupkuu početkunezavisnodefinǐsu i kasnijekoriste
zadefinisanjejedinicazamerenjedrugihveličina,nazivaju seosnovneveličine. Veličine čije semerne
jedinicedefinǐsukoristéci zavisnosttih veličinaod osnovnih, nazivaju seizvedeneveličine .

U mehanicije uobǐcajenizbor tri osnovneveličine.U tzv. fizičkom sistemuveličinazaove osnovne
veličineuzimajusedužina,masai vreme,simbolǐcki oznǎcenoL,M i T. Nakonizboraosnovnih veličina,
još uvek semoguproizvoljno izabratiosnovnemernejedinicezate veličine. Skuptakvih osnovnih i od
njih izvedenihjedinicazove sesistemjedinica.Npr. u CGSsistemujedinicaosnovnemernejediniceza
dužinu,masui vremesusantimetar, grami sekunda.U internacionalnomsistemujedinica,skrácenoSl,
osnovne jedinicesumetar, kilogrami sekunda.Drugi izbor osnovnih veličinasevrši u tzv. tehnǐckom
sistemuveličina, gde se za osnovne veličine uzimaju dužina, sila (K) i vreme,sa osnovnim mernim
jedinicamametar, kilogram težine i sekunda;ovaj sistemjedinicanaziva seMKS sistem. Moguće je,
naravno,definisatii drugesistemeosnovnih veličinai mernihjedinica.

Ako sepromeniizbormernejedinicezanekuosnovnu veličinu,promenícesei brojnavrednostkoju
u nekom odredjenomslučaju ima ta veličina i eventualnoi brojnevrednostidrugih veličina koje od te
osnovne veličine zavise. Npr., ako seizaberec putamanjamernajedinicaza dužinu, brojnavrednost
odstojanjar, izmedjudve tačke, ćeseuvećaticr puta.Brojnevrednostidrugihveličinamogusepri tome
menjatii nakomplikovaniji nǎcin. Razmotrimoop̌sti slučaj gdeseistovremenomogupromenitimerne
jedinicesvih osnovnih veličina. Uzmimodasmoseopredeliliza izbor osnovnih veličinaa1, a2,...,ak sa
simbolǐckim oznakamaA1, A2 , ...,Ak. Posmatrajmonekuveličinua, kojamožedazavisi od tih osnovnih
i drugihizvedenihveličina

a z a { a1 � a2 � l�l�l � ak � ak � 1 � l�l�l � an | (H.3)

Izaberimosadanove jediniceza osnovne veličine, i to takve da u njima vrednostiveličina a1, a2,...,ak

iznoseα1 a1, α2 a2,...,αk ak. Ako pri tomeveličinaa dobijevrednost:

a { α1 � α2 � l�l�l � αk |&z αn1
1 αn2

2 k�k�k αnk
k a { 1 � 1 � l�l�l � 1| (H.4)

gdesun1 � n2 � l�l � nk neke konstante,kažesedaveličinaa ima ”dimenzije”

An1
1 An2

2 k�k�k Ank
k (H.5)
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PremaMaksvelu,dimenzijasemoženapisatii u obliku:m an z An1
1 An2

2 k�k�k Ank
k (H.6)

Uglastezagradese ovde čitaju ”dimenzije od”; ako se smatrada to néce dovesti do zabune uglaste
zagradesemogui izostaviti.

Uočimo da ova definicija pojmadimenzijadozvoljava ne samomogúcnostda faktori α budu čiste
brojne vrednosti,već i mogúcnostda su nove jedinice takve da se veličine a1 � a2 � l�l�l � ak pretvaraju iz
dimenzionalnihu bezdimenzionalnei obrnuto. Npr. mogúc je izbor novih jedinicaza dužinu kao što
je opisanou primerunakraju prǒslog odeljka,gdesedužina definǐsekaoodnosprvobitno posmatrane
dimenzionalnedužine, recimoa, i dužineod 1 metar. Tadabi nova dužinaa��{ 1m| predstavljala bezdi-
menzionalnuveličinu i ako su npr. prvobitnemernejediniceza dužinu bile santimetri,faktor bi imao
vrednost1/100cm. Mogućnostovakvog izborakonstantićebiti kasnijekorišćena.

Dimenzijeosnovnih veličinasuočigledneiz definicijepojmadimenzija.Dimenzijeizvedenihveličina
semoguustanoviti iz njihovih definicija ili drugihjednǎcinau kojima seonejavljaju. Npr. iz definicije
brzine,analiziranjemposledicasmanjenjajedinicazadužinui vremeuvidjamodabrzinav imadimenzije
LT � 1. Razmatranjaove vrstepokazujudasedimenzijenekog članafizičke jednǎcine mogualgebarski
izračunavati iz dimenzijaveličinaod kojih je ovaj člansastavljen. Zatim, pǒstooblik fizičkih jednǎcina
nesmedazavisi od izboramernihjedinicazaosnovneveličine,uvidjamodadimenzijesvakog člana(tj.
sabirka)nekefizičke jednǎcinemorajudabudujednake; jedinotako ćesevrednostipojedinihčlanovapri
promenijedinicamenjatinaisti nǎcin. Ovo je ”princip dimenzionalnehomogenosti”fizičkih jednǎcina,
postavljen od straneFurijea.

U mehanicise,kaoštoje rečeno,običnokoristetri osnovneveličine.Ovaj izborbrojaodtri osnovne
veličine,medjutim,nije neophodanveć sečini iz praktǐcnih razloga.Umestotri moglobi seodabratii
višeosnovnih veličina. Npr. sila bi mogladabudedefinisanakaoosnovnaveličinanezavisnood prvog
Njutnovog zakona,recimokaosposobnostzaproizvodnju kretanjaa jedinicazasilu ondaeksperimen-
talno definisananekim etalonom,npr. koristéci elastǐcnostnekog, uvek istog materijala. Prvi Njutnov
zakon bi tadaustanovio dauvek postoji srazmernostizmedjusile i proizvodamasei ubrzanja,tj. on bi
moraodabudenapisanu obliku

F z cma (H.7)

gdeje F sila,m masa,a ubrzanje,i c konstantakoja bi imaladimenzijem cn z K
T2

ML
(H.8)



Osno vne i izvedene veli čine 157

gdeje K dimenzionalnisimbolzasilu. Brojnavrednostdimenzionalnekonstantec, pri nezavisnojdefini-
ciji jedinicezasilu, gotovo sigurnonebi bila jednakajedinici. Moglebi se,naanalogannǎcin, definisati
i drugenove osnovneveličine. Svako povećanjebrojaosnovnih veličina,medjutim,zahtevalo bi uvod-
jenjepo jednenove univerzalnedimenzionalnekonstante,kaošto je bio slučaj u gornjemprimeru.Kao
što je, po cenuzavodjenjapo jednenove univerzalnedimenzionalnekonstante,bilo mogúcepovećavati
zapo jednubroj osnovnih veličina, tako isto semože i smanjivati broj osnovnih veličinaeliminisanjem
postojécih univerzalnihdimenzionalnihkonstanti.U tomsmislu,npr. možemoiskoristiti Njutnov zakon
gravitacije

F z γ
m1m2

r2 (H.9)

gdeje F intenzitetsile kojom seprivlače masem1 i m2 kadasenalazenaodstojanjur, a γ univerzalna
konstanta.U uobǐcajenomfizičkom sistemuveličinaonaimadimenzijem γ n z M � 1L3T � 2 (H.10)

Umestošto nezavisno definǐsemojediniceza dužinu, masui vreme,mogli bi danezavisno definǐsemo
samojedinicezadužinu i vreme,adaiskoristimoovaj zakon zadefinicijumase.U tomslučajubi zakon
gravitacije napisaliu obliku

F z m1m2

r2 (H.11)

tj. izostavili bi univerzalnudimenzionalnukonstantuγ. Uz F z m1a1 (ili m2a2) jedinicamasebi tadabila
onakoja istu toliku masu,udaljenuza jedinicu odstojanja,privlači toliko da rezultujúce ubrzanjedaje,
po jedinici vremena,promenubrzineod jedinicedužinepo jedinici vremena.Masabi u takvom sistemu
imaladimenzije mmn z L3T � 2 (H.12)

I drugeuniverzalnedimenzionalnekonstantebi smomogli iskoristiti zadaljesmanjenjebrojaosnovnih
veličina. Ovakve konstantesu npr. brzinasvetlosti u vakuumui kinematǐcka viskoznostvode. Ovim
putemmogaobi sedobiti sistembezosnovnih veličina i prematomenezavisanod proizvoljnih defin-
cija mernih jedinica. U ovakvom sistemujedinice svih veličina bile bi odredjeneraznimapsolutnim
fizičkim konstantamai sve bi veličine bile bezdimenzionalne.I poredizvesnihprednosti,nezavisnosti
od proizvoljnih mernihetalonai estetske dopadljivosti, nemamnogoizgledada će upotrebaovakvog
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sistemapostatiuobǐcajena.Veliki broj mehanǐckih procesanije ni u kakvoj vezi sauniverzalnimkon-
stantamakoje bi tu služile za definisanjejedinica,pa bi jedinicesistemabezosnovnih veličina često
imale veštǎcki karakter. Kod sistemasaosnovnim veličinamaje pogodnošto postoji mogúcnostizb-
ora raznihosnovnih jedinicau raznimoblastimafizike. Najzad,dimenzionalnostfizičkih veličina,kao
što ćesevideti, semože iskoristiti za izvodjenjeraznihkorisnihzaključakaputemjednostavne analize
zasnovanenadimenzijamaposmatranihveličina.

H.4 Dimenzije fizičkih veličina

Pokazácemou ovom odeljku da svaka fizička veličina ima dimenzijeu obliku (H.6) tj. u obliku
proizvodastepenovanihdimenzijaosnovnih veličina. Ovo, kako ćemovideti, obaveznosledi iz zahteva
da odnosdve brojne vrednostineke fizičke veličine ne smeda zavisi od izbora jedinica za merenje
osnovnih veličina. Npr. bezobziradali sekaoosnovnajedinicazadužinu izaberesantimetarili metar,
zahtevamodaodnosbrojnihvrednostidveju površinabudejednak.

Posmatrajmonekufizičku veličinu a; radi kratkoće pisanjapretpostavimo da je onafunkcija dveju
osnovnih veličinax i y, putemzavisnostiod promenljivih x1 � x2 � l�l�l � xl i y1 � y2 � l�l�l � ym.

a z f { x1 � l�l�l � xl ;y1 � l�l�l � ym | (H.13)

Npr. veličine x1 � x2 � l�l�l � xl moguda buduneke dužine,a veličiney1 � y2 � l�l�l � ym nekavremena,dužine itd.
Uočimo da je u (H.13) uključenai mogúcnostzavisnosti od veličina izvedenihpolazéci od osnovnih
veličina x i y, jer je svaka takva izvedenaveličina funkcija izvesnogbroja promenljivih, xi i yi . Raz-
matranjekoje sledisekonceptualnoništanemenjau slučajudaveličinaa zavisi od proizvoljnog broja
osnovnih veličina.Oznǎcimosaa� vrednostkoju veličinaa imakadapromenljive x i y imajuneke druge
vrednostix� i y� , tj.

a� z f { x�1 � l�l�l � x�l ;y�1 � l�l�l � y�m | (H.14)

Ako sadaizaberemonove jediniceza osnovne veličine i to takve da u novim jedinicamaveličine x i y
dobiju vrednostiαx i βy, odnosa� � a, kako smoistakli, nesmedasepromeni.Prematome,

a�
a
z f { x�1 � l�l�l � x�l ;y�1 � l�l�l � y�m |

f { x1 � l�l�l � xl ;y1 � l�l�l � ym | z f { αx�1 � l�l�l � αx�l ;βy�1 � l�l�l � βy�m |
f { αx1 � l�l�l � αxl ;βy1 � l�l�l � βym | (H.15)
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Odavdedobijamo

a��{ α;β |
a� { 1 � 1| z a { α;β |

a { 1 � 1| z ϕ { α;β | (H.16)

jer je posmatranikoličnik, očigledno,nezavisan od posebnogizboravrednostipromenljivih xi i yi pa
može samoda budenekafunkcija faktoraα i β. Poredjenjerezultata(H.16) sa(H.6) pokazujeda bi
moglobiti korisnodapokǔsamoustanoviti oblik funkcije . U tom cilju napǐsimo(H.16)zaslučaj kada
faktori α1 i β1. imaju neke drugevrednostitj.

a { α1 � β1 |
a { 1 � 1| z ϕ { α1 � β1 | (H.17)

Deljenjem(H.16)sa(H.17)dobijamo

ϕ { α � β |
ϕ { α1 � β1 | z a { α � β |

a { α1 � β1 | (H.18)

Desnustranumožemosvestinaizrazekao(H.16).Naime,kadau količnikunadesnojstranieliminišemo
xi i yi definicijama

αixi z x� �i � βiyi z y� �i (H.19)

dobijamokoristéci (H.16)

a { α � β |
a { α1 � β1 | z a� � { α

α1
� β

β1
|

a� � { 1 � 11 | z ϕ { α
α1
� β
β1
| (H.20)

Iz (H.18) i (H.20) imamo

ϕ { α � β |
ϕ { α1 � β1 | z ϕ { α

α1
� β
β1
| (H.21)

Kada,pri nekim odredjenimvrednostimaα1 i β1, uzmemototalni diferencijal leve i desnestraneove
jednǎcine,dobijamo

dϕ { α � β |
ϕ { α1 � β1 | z ∂ϕ { α � α1 � β1 � β |

∂ { α � α1 | dα
α1

j ∂ϕ { α � α1 � β1 � β |
∂ { β1 � β | dβ

β1
(H.22)
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Pǒsto su α1 i β1, proizvoljni, možemoovde izvršiti granǐcni prelazα1 � α i β1 � β. Ako uvedemo
oznake

lim
α1 � α � β1 � β

∂φ � α
α1
� β

β1 �
∂ � α

α1 � z p (H.23)

i

lim
α1 � α � β1 � β

∂φ � α
α1
� β

β1 �
∂ � β

β1 � z q (H.24)

dobijamotada

dϕ { α � β |
ϕ { α1 � β1 | z p

dα
α1

j q
dβ
β1

(H.25)

Odavde,nakon integrisanja,dolazimodo

lnϕ z plnα j qlnβ j c (H.26)

Pǒstoje, prema(H.14),zaα z β z 1 � φ z 1, vidimo dajeC z 0 l Tako zaoblik funkcije dobijamo:

ϕ z αpβq (H.27)

Ovaj rezultatmožemo,opetprema(H.14),napisatiu obliku

a { α � β |$z αpβqa { 1 � 1| (H.28)

Za slučaj daveličina a zavisi od proizvoljnog brojaosnovnih veličina a1 � a2 � l�l�l � ak na isti nǎcin vidimo
da,kadaosnovneveličineizboromnovih jedinicadobijuvrednostiα1 a1, α2 a2,...,αk ak veličinaa dobije
i vrednost

a { α1 � α2 � l�l�l αk |&z αn1
1 αn1

2 k�k�k αnk
k a { 1 � 1 � l�l�l � 1| (H.29)

gdesun1 � n2 � l�l�l � nk neke konstante.Prematome,svakafizičkaveličinaima,kaoštosmoželeli pokazati,
dimenzijeu obliku proizvodastepenovanih dimenzijaosnovnih veličina.
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H.5 Π teorema

Fizički zakoni, može sauop̌ste reći, predstavljaju funkcionalnezavisnosti raznihveličina. Brojne
vrednostitih veličina i članova koji su od njih formirani obično zavise od izbora jedinicaza osnovne
veličine,a ovaj izbor je, kao što smovideli, proizvoljan. Možemo,zato,očekivati da je za neke svrhe
poželjnodasefizički zakoni, ako je to mogúceučiniti, napǐsuu obliku u komebrojnevrednostipojedinih
članova nezaviseod izborajedinicazaosnovnevili čine.

Dabi smorazmotrilisituacijuu tompogledu,posmatrajmodimenzionalnuveličinua, kojaje funkcija
dimenzionalnihveličinaa1 � a2 � l�l�l � an

a z f { a1 � a1 � l�l�l � ak � ak� 1 � l�l�l � an | (H.30)

Smatrácemoda (H.30) opisujuneki fizički zakon, što će da seogledau zahtevu da datafunkcionalna
zavisnostnesmedazavisi od izboramernihjedinicazaposmatraneveličme.Drugim rečima,u svakom
sistemujedinicaoblik funkcije f moradabudeisti.

Nekaoddimenzionalnihveličinaa1 � a2 � l�l�l � an njih k imajunezavisnedimenzije;smatramodanezav-
isnedimenzijeimaju veličinekod kojih sedimenzijenijedneod veličinanemoguformirati mnǒzenjem
i stepenovanjemiz dimenzijapreostalihveličina. Broj veličina sanezavisnim očiglednomoradabude
manji ili jednakbroju osnovnih veličina. Uzmimojoš i dasmou (H.30) veličinea1 � a2 � l�l�l � an poredjali
tako dasudimenzijeprvihk veličina,a1 � a2 � l�l�l � ak nezavisne.Prematome,dimenzijeveličinaa1 � a2 � l�l�l � an

moguseizraziti pomócu dimenzijaveličinaa1 � a2 � l�l�l � ak

Izaberimoveličinea1 � a2 � l�l�l � ak zaosnovneveličinei uvedimozanjihove dimenzijeoznakem a1 n z mA1 n � m a2 n z mA2 n � l�l�l�l � m ak n z mAk n (H.31)

Dimenzijeostalihveličinatadamožemonapisatiu oblikum a1 n z Am1
1 Am2

2 Amk
k

m ak� 1 n z Ap1
1 Ap2

2 Apk
k (H.32)lll
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m an n z Aq1
1 Aq2

2 Aqk
k

gdesum1 � m2 � l�l�l � mk � l�l�l � q1 � q2 � l�l�l � qk konstante.Izaberimosadanovemernejedinicezaosnovneveličine
a1 � a2 � l�l�l � ak i to takve dau novim mernimjedinicamavrednostiveličinaa1 � a2 � l�l�l � ak iznose

a�1 z α1a1 � a�2 z α2a2 � l�l�l � a�k z αkak (H.33)

Time se,istovremeno,promenei vrednostiizvedenihveličinaak � 1 � l�l�l � an prema(H.29) i (H.32) onesu
sada

a� z αm1
1 αm2

2 k�k�k αmk
k a

a�k� 1 z αp1
1 αp2

2 k�k�k αpk
k ak � 1 (H.34)

a�n z αq1
1 αq2

2 k�k�k αqk
k a

Oblik funkcije f , medjutim,kao što smou početku istakli, ne smeda sepromenizbog izboranovih
jedinicazaosnovneveličine,tj.

a� z f { α1a1 � α2a2 � l�l�l � αkak � αp1
1 αp2

2 k�k�k αpk
k ak � 1 � l�l�l � αq1

1 αq2
2 k�k�k αqk

k an | (H.35)

Uočimodasmoovim, nadesnimstranamaprve jednǎcine(H.33)i (H.35)dobili formalnorazličite izraze
zaa’; ovo možemoiskoristiti zadovodjenjeposmatranejednǎcine nabezdimenzionalanoblik. Naime,
faktori α1 � α2 � l�l�l � αk suproizvoljni. Mi ih možemoizabratitako daje

α1 z 1
a1
� α2 z 1

a2
� l�l�l � αk z 1

ak
(H.36)

čimesveosnovneveličinepostajubezdimenzionalne,pasea� i svi argumentifunkcije f u (H.35)dovode
u bezdimenzionalanoblik. Ovdesepretpostavlja dani jednaod veličinaa1 � a2 � l�l�l � ak nije jednakanuli.

Posmatrajmouticaj izbora(H.36) na osnovne veličine, u novim jedinicama, a1 � a2 � l�l�l � ak. Ako je
npr. veličinaa nekadužina (tadani jednaod preostalihosnovnih veličina � a2 � l�l�l � ak nije dužina),mi sa
(H.36)definǐsemodasesvedužinemerekaoodnosposmatranedužinei dužinekoju u datomslučajuima
veličinaa1. Nataj nǎcin veličinaa�1, kaoodnosdve istedužine,postajeuvekbezdimenzionalnajedinica.
Isto sedogodi i saargimentimaa�1 � a�2 � l�l�l � a�k tj. svih prvih k argumenatau (H.36) postajuuvek bezdi-
menzionalnejedinice.Zaveličinua� i zapreostaleargumentea�k � 1 � l�l�l � a�n, dovedeneu bezdimenzionalan
oblik, uvešćemooznake

Π z a
am1

1 am2
2 k�k�k amk

k
(H.37)
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Π1 z ak � 1

ap1
1 ap2

2 k�k�k apk
k

(H.38)lll
Πn � k z an

aq1
1 aq2

2 k�k�k aqk
k

(H.39)

Vrednostibezdimenzionalnihveličina Π1 � Π2 � l�l�l � Πn � k očigledno,ne zavise više od početnih mernih
jedinicazaosnovneveličine � a2 � l�l�l � ak. Uz uvedeneoznake, (H.35)semoženapisatiu obliku

Π z f { 1 � 1 � l�l�l � 1 � Π1 � Π2 � l�l�l � Πn� k | (H.40)

Prematome,vezaizmedjun j 1 dimenzionalneveličinea�1 � a�2 � l�l�l � a�n od kojih k imaju nezavisnedimen-
zije, kadasedovedeu oblik u komesu svi članovi nezavisni od izborasistemajedinica,predjeuvezu
izmedjun j 1 bezdimenzionalnekombinacijeformiraodn j 1 dimenzionalneveličine.Ovaj op̌sti zakon
senaziva Π teoremaili Bakingamova teorema. Teoremu(H.40)možemo,naravno,napisatiu obliku

a z am1
1 am2

2 k�k�k amk
k F { Π1 � Π2 � l�l�l � Πn � k | (H.41)

što,kako ćemovideti, neposrednijeilustrujeuobǐcajennǎcin praktǐcneprimenedobijenogrezultata.

H.6 Primena Π teoreme

Saznanjeda se svaka fizička jednǎcina može napisatiu obliku (H.41) možemokoristiti za dobi-
janje informacijao mogúcemobliku fizičkih jednǎcina u slučajevima kadate jednǎcine ne znamokao
posledicufundamentalnihi poznatihfizičkih zakona.Tadaje potrebnodanaosnovu razmatranjafizičke
prirodeposmatranogprocesa,pai naosnovu intuicije, izaberemofizičke veličineod kojih smatramoda
bi trebalodazavisi veličinakoja nasinteresuje.Analizomdimenzijaovih veličinamožemotada,ako je
njihov izbor bio uspěsan,danadjemofaktorαm1

1 � αm2
2 � l�l�l � αmk

k i ako je n � k, bezdimenzionalnekombi-
nacijeΠ1 � Π2 � l�l�l � Πn � k. Tako semogudobiti veomakorisnaobaveštenjao traženojfizičkoj zavisnosti,
koja olaǩsavaju kasniji eksperimentalnizadatak.Ilustrovaćemoovo sadva jednostavnaprimera.
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Slobodanpad. Zamislimo da ne znamoda je predjeniput s kod slobodnogpada,pod dejstvom
ubrzanjazemljinetežeintenzitetag, datsa

s z 1
2

gt2 (H.42)

i dasmoprisiljeni dazakon koji opisujes u funkciji vremenai drugihveličinatražimo dimenzionalnom
analizomi eksperimentalnimputem. Tadaprvo trebadanapravimo listu veličina za koje smatramoda
mogudautiču nas. Recimodaživimo preGalileiai dau takve veličine,poredg i t, uvrstimojoš i masu
telam. Prematome,tražimo

s z f { g � t � m| (H.43)

Posmatraneveličine imaju sledéce dimenzije: Od tri veličine koje smo uzeli za argumentefunkcije

Veličina: s g t m
Dimenzije: L LT2 T M

Tabela H.1: Tabeladimenzijaveličina za koje smopretpostavilida učestvujuu zakonu za slobodno
padanje

(H.43) sve tri vidimo imaju nezavisnedimenzije,tj. n z k z 3. Tako, funkcija f u nemaargumenatai
možesamodabudejednakanekoj bezdimenzionalnojkonstanti.Dakle

s z Cgatbmc (H.44)

gdeje C ta bezdimenzionalnakonstanta.Zahtev zadimenzionalnomhomogenǒsću dajeodavdedimen-
zionalnujednǎcinu

L zb{ LT � 2 | aTbMc (H.45)

Iz nje dobijamosistemod tri jednǎcinezakonstantea,b i c, čija surěsenja:

a z 1 � b z 2 � c z 0 l (H.46)

Tako zaključujemodasnezavisi odmasei daje

ϕ z ϕ0sinx g
l
t (H.47)
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Ovoliko semoglopostíci dimenzionalnomanalizom;konstantuC sadatrebaodreditieksperimentalnim
putem. Ovo je, očigledno,daleko lakši zadataknego što bi bio eksperimentalnotraženjefunkcije f u
(H.43).

Matematǐcko klatno. Zamislimoopetdaneznamoda je ugaoφ koji matematǐcko klatnodužine l i
masem, formira sapravcemvertikale,datsa

ϕ z F � ϕ0 � x g
l
t � (H.48)

pri čemuje φ0 maksimalnavrednostuglaφ, avremeseračunaodmomentaprolaskaklatnakrozvertikalni
položaj. Ugledajúci senapostupakiz prǒslog primera,sadabi smomogli dakaoodredjujúce veličine
uzmemo:φ0 � g � l � t � m. Tako, tražimo:

φ z f { φ0 � g � l � t � m| (H.49)

Dimenzijeovih veličinasuu sledécoj tabeli:Veličinaφ je bezdimenzionalna,paotpadapotrebatraženja

Veličina: φ φ0 g l t m
Dimenzije: - - LT2 L T M

TabelaH.2: Tabeladimenzijaveličina za koje smopretpostavilida učestvujuu zakonu za mtematǐcko
klatno

faktorau αm1
1 � αm2

2 � l�l�l � αmk
k . Odpetveličinauzetihzaargumentefunkcije f tri imajunezavisnedimenzije,

pa imamon ~ k z 5 ~ 3 z 2 bezdimenzionalnihargumenta.Od ovih pet posmatranihveličina jedna,
φ0 , je već bezdimenzionalna:drugumogúcu bezdimenzionalnukombinaciju, � g� l t, nalazimobrzo
kombinovanjemdimenzijag � l i t (ako nekubezdimenzionalnukombinacijustepenujemoproizvoljnim
eksponentom,ona,naravno, ostajebezdimenzionalna;možemo,tako, bezdimenzionalnekombinacije
pogodnimstepenovanjemdovoditi u oblik koji namizgledapraktǐcan).Prematome,kaorezultatdimen-
zionalneanalizedobijamo

ϕ z F � ϕ0 � x g
l
t � (H.50)

Situacijau pogledupreostalogeksperimentalnogzadatkaje opetdaleko povoljnija nego štobi bio slučaj
da raspolǎzemosamosa(H.49) i da želimo eksperimentalnimputemda nadjemofunkciju f . Mnogo
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daljih poǔcnih primeraupotrebedimenzionalneanalizemožesenáci npr. u knjizi Hantlia(1952).Iscrp-
niji prikazrezultatadimenzionalneanalizeu raznimoblastimamehanike dat je u knjizi Sedova (1967).
Narǒcito je impresivnaprimenametodadimenzionalneanalizeu proǔcavanjuturbulentnihprocesa,gde,
kako ćemovideti, zbog osrednjavanja jednǎcina kretanjai termodinamike dolazimou situaciju da je
broj fundamentalnihjednǎcinamanji od brojanepoznatihveličina. Tu sedimenzionalnomanalizom,uz
pomóc raznihintuitivnih hipoteza,̌cestododjedo relacijakoje seveomadobroslǎzu saosmatranjima,a
štonebi bilo mogúcepostíci, kaou ovdeposmatranimprimerima,nekimdrugimputem.
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fluida (debljinaviskoznogpodslojaje jako uveličana).. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
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energije. U sledécoj koloni je Reλ zamikrorazmer, au zadnjedvekolonesuodnosiL i λ
odnosnoλ i ηd . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81
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globalnorěsenje,120
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računaje
flukseva,128
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