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Uvod

Ova knjiga je nastajalau poslednjihl5-akgodinau dve etape.Prva etapaje bila usredsredjenaa
njenokoncipiranje.Zatim je, tokom pisanja,uz malepromenekako u pogledumaterijetako i u pogledu
stilaformiarankonanaverzija. | nakraju je oblikovanau tehntkom smilsu.

Polaznuwsnaoru sucinili beleske iz kursamikrometeorologijkoji je FedorMesingerdrzaoneloliko
godinakaoi bel&akasakurseva sai poslediplomskitstudijakoje je Borivoj Rajkovi¢ slusaona Prin-
stonslom univerzitetu.Tu je posebnoraznonaglasitikurskoji je drzaoDzordz Melor zaslusaocedruge
godineposlediplomskilstudijaali i kursaopSteokeanologijekoji setakodjeondrzaoau komesedotice
pitanjagrantnogsloja.

Kadasepiseo turhulenciji mogLEi sunarano kaoi u skoro svakom posluraznipristupi. Ali nama
secini kaodaipak postojedve osnwne mogLenosti. Baviti senjomekaofizif(im fenomenoni pokusati
dati Storigorozniji matametdiki opisili seopredelitizapragmatEniji pristupkoji zacilj imaformiranje
zaokruzeneceline,slike o fenomenuurbulentnogtoka. Kao drugiili ipak jednalo vazani osnwan cilj
zelelismodasedodjedo sistemgedna&inakoji moé daposliZi kaoosnaa zanumertkaizratunazanja
potrebnau modelimaza prognozuvremena.Ovo je uostalomi prirodanput za kurs na Meterologiji a
nrocito naMeteoroIogijifiziRog fakultetau Beogradusajakom tradicijomu modeliranjuatmosfere.

Sto setite savladjivanja gradiva ovog predmetamormo da upzorimo €itaocada ovo materijanije
nimalo pitka. Komplikovan matematiki opisafenomenaturhbulencije zatvara mogilenostformalnog
tretiranja. Zato se moramnogotogaprebacitina terenempirije, podaci,labaratorijskamerenjapa ¢ak
i vizuelnaosmatranja. U osnwi problemaje veliki rasponu razmeraméekretanja,Cak viSe dekada,
ali zarazliku od dinamitke metteorologijegdeili lineraizacijomili razmernomanalizomusp&amoda
zna&ajnoredukujemdoroj razmerakoje su od zna&ajazaproblem,ovde moramoda stalnoimamao itav
spektar Imajuci ovo u vidu nasavet Citaocuje da ne posustajger e nalon drugog itanja stvari biti
mnogojasnijei razumljivije. Mozdacei dalje biti onog“aha” poslekogane sledi nekaformula vet
mozdasamosatenjdagodnostkadasenestorzumeali teSko jednostanoili kratko iskaze.
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U prve tri glave strukturaove knjige prati strukturupomenutogkursaprofesoraMelora. Prva glava
opisujefenomenturbulentnogtoka, a zatim se postalja matemaitki okvir za njegov opis. Centralna
temaje Rejnoldswa idejao razlagnjutrenutnog(pravog) signalanasrednjitok i fluktuacije.Analizirane
sufizitke i matemaitke konsekencetogai formiranesu jedn&ine koje opisujuvremenskuevoluciju
svih uvedenihveliina. Nakon razmatranjeenegetskih odnosaglava je zavrSenakonstatacijomda je
dobijeni sistemotvorentj. konstatwan je problem”zatvaranja”’. Kako setu negdei zavrSava domet
formalnom prilazu matematike analizeturbulentnih tokova dolazi drugaglava koja trebazajednosa
treCom glavom da omogLEi eventualno”zatvaranje” sistemajedna&ina za turbulentnetokove. Onaje
naz\ana”Empiriske teorije turbulencije jer manjeviSe swve §to je u njoj datoje parkticno uobliCavanje
rezultatamerenja,kako u laboratoriojamaako i u atmosferiodnosnookeanu. Kao vrhunactog posla
je svakalo torija Monina i Obuhova koja dajefiziRu sliku ali i zakone koji omogieuju kvantitativno
racunanjekako srednjihveliCinatako u flukseva razni veli cinau povrsinsliom sloju. TreCaglava daje
prikaz statistRog opisavelicinakoje karaktersu turbulentnetokove i tu je centralnomestorezervisano
zapojamkorelacionefunkcije. kao drugi deoserazmatrateorija spektra.Kao vrhunacsejavlja teorija
Kolmogorwa koja je jedanod dva ugaonakamenateorije zatvaranja. | kona&no u Cetvrtoj glavi se
ponoso vratamonaproblemzatwaranjasistemgednainakoji opisujeturbulentnetokove. Polazéi od
hipotezaKilmogorovai Roteformiranje zatworensistemjedn&inazamomentedrugogreda. Konano
je datarazmernaanalizadobijenogsistemgedna&inakaoi njegovo sistematsé redulovanje nasistem
sadve prognosﬂie promenljive (nivo 3) i napotpunodijagnosttki sistem(nivo 2). nakraju je serijado-
datakakoji sadzeelementaeorijegrantnogsloja,ratunanjefluksevakoliCinekretanjai toplotepomcu
Monin-Oluhov teorije, elementeenzorsk algebre,izvodjenjejednd&ina za Rejnoldsee naponekao i
zaflukseve toplote, nejednakst koja se srece kod ztvaranjatreCeg reda,jedandovoljan uslos zanjeno
vazenjeErgodisle teoremejednd&inakretanjau Busineskaproksimacijii nakraju Dimenzionuanalizu.

Kako je ovaknjiga nstajalatokom nizagodinamnogenasekolegei studentisubili aktivni uCesnicii
nanekinatin ¢aki koautori. Narctito sezahwaljujemokolegamaZavisi Janjtu i DragutinuMihailovicu
i kaorecenzentimali i kao dugogodsnjim saradnicimasakojima smo kroz mnogobrojnediskusije
oformljavali ili preciziralimnogeideje koje sejavljaju u ovoj knjizi, Stoje znaajnouticalo nakvalitet
ove knjige. Pazljivim Citanjemi komentarisanjenposlednbjeverzije kolega Mili voj Gavrilov je bio od
velike pomdi.

Generacijstudenatausesudaralesarelativno brojnimi pomaloglomaznimizvodjenjimai kon&no
dovele do, nadanose, tekstabez greSaka. Tu su na prvom mestuDusanJovit koji je i ozn&io kraj
prvog periodau nastajanjuove knjige formiranjem”Ericansle varijante” koja je u preioduod 1995
do sadabila naraspolagnjustudenta.Dule Jovi€ je zasliZani za kona&anizgled ove kjige jer nasje
nagaorio i uputiou LateX-ovanjei nasmomkraju Marija studentkinjatetvrtegodinekoja je krajnje
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pazljivo prgledalaceotekst. Time ¢e kjiga, mi se nadamo,dobiti na preglednostii Citlji vosti. Pored
njih dvoje moramoda pomenemaiekadanje studntea sadakoleginicei kolege, Ljilianu Dekic, Vericu
Savi¢, JelenuTanasijeic, Lea Separwica, Vladimira Djurdjevica, lliju Arsenijevica, Branislau Lalic,
Zlaticu Popor i mnogedruge. Kolega Djurdjevi€ je pomogaad oko konane obradeslika a koleginica
Popw je krajnjepedantngraslo kroz svaizvodjenjau ovoj, konénoj verziji teksta.Svim ovim kolegini-
camai kolegamaseiskrenozahwljujemojer beznjih i njihovog doprinosamazdaovakjiga nebini bila
napisana.

Borivoj Rajlkovit
FedorMesinger



1

Priroda kretanja u grani chom sloju

1.1 Uvod

Ova glava je poswetenaprikazu osnarnih karakteristikaatmosfereu blizini tla (= 1km). Uveden
je pojam turbulentnogkretanjai date su njegove osna/ne karakteristile. Zatim je dat jedan mogle
pristup matemaitkom opisu takwog kretanjakod koga se trenutni signal posmatrakao zbir relativno
sporopromenljivog dela(i u vremenui u prostoru)tzv. srednjg tokai brzo promenljvog dela (i u
vremenu u prostoru)zv. odstupanjal nakrajuje dataanalizanekihenegetskihtransformacijazmedju
srednjg tokai odstupanjaTrebaimati naumudanakon ovog razdajanjakadasegovori o turbulenciji
mislice se na ovaj drugi deotoka. Tako se ondagovori o razmenienegije izmedju srednjg toka i
"turbulencije”ili o pretvaranjukineticke enegije srednjg tokau turbulentnukinetiCku enegiju.

O opstim karakteristikamaatmosfere,u blizini tla, i vrsti kretanjakao i o procesimau njoj do-
datneinformacije se mogu n&ci u knjigama Stula(24, Monina i Jagloma(1® Hinzea(§, Lamlija i
Panofslog(13, Buisngera(®, Satong25), Tenelesa Lamlija(28) i Glajka(4). Knjige Stula(24, Buisngera(2,
Tenelesai Lamlija(28) i Lamlijai Panofslog (13) daju osna/ne ideje o kretanjui karakteristikamaat-
mosfereu blizini tla. Referenc&aton(2%je malostarijaali je veomainteresantnger seu njoj jasnovide
swe dilemesakojima sesre&éemokadapokisavamodarazumemarocesekoji sedeSavaju u fluidu koji
je u turbulentnomrezimu kretanja.Knjige Hinzea(5 a pogotawu Moninai Jagloma(1psu matemaitki
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rigoroznijeod prethodnih.l nakraju referencaGlajk(4) kojai nije u strogomsmislureCi kjiga iz koje
se”uCi” ali je veomainteresantnaa Citanjei moze da poslizi kao uvod u problematikuturbulentnog
kretanjai Stoje maozdajos vaznije dasevidi istorija idejavezanihza problemekod kojih je haotEnost
dominantnacrta.

1.2 Prir odakretanja u najnizim slojevima atmosfere

Premakarakteristikamé&retanjai uogste premaprocesimakoji sedesavaju u prvih desetal(8-16)
kilometaraatmosferetzv. troposferasedeli nagrantni sloj i slobodnuatmosferu(slika 1.1). Razlog

O (11 km)
DR Tropopauza ——m™ @8 =

Slobodna atmosfera

Troposfera

O (1km)
mﬁ

Granicni sloj
_ Tlo

Slika 1.1: Shematskprikaz vertikalnay presekakroztroposferu(premaStulu(24))

postojanjadva rezima kretanjaje prisustw tla. PovrSina Zemlje ima viSestrukiznaaj za proceseu
atmosferi.Najveti deotoploteatmosfergrimaod podloge.Zemljinapovrsina,kako morai jezeratako
i kopnosuizvori vodeneparei jezgarasublimacijei kondenzacijeVetaru najnizim slojevima atmosfere
je poduticajemkako orografijetako i stepenaagrejanostila. Temperaturdla je usledrazlikau sastau
tla CestonehomogenaOvanehomogenost zagreranjuje uzroklokalnih cirkulacija. Uopste, kadgodse
javljaju nehomogenostkod podlogepojavljuju selokalnecirkulacije razmeranehomogenostiTipi¢an
primerje vetars mora,avetars kopna,odnosndkretanjeuzi niz planinu.Ovakretanjakojanemorajuda
delujunarcito impresvno u poredjenjusanekimdrugim, koje sre&eemou atmosferirecimointenzivnim
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frontalnim cirkulacijama,u eri ozbiljnih ekoloSkih problemamogubiti i te kako vazna. Na primerkod
velikih gradwa naobalamamora,Los Andjeles,Atina, éangajtd. u letnjim epizodamdoto smogai te
kako razumejublagotwrnodejstw tih lokalnih cirkulacija.

Razlikaizmedjugrantnogslojai slobodneatmosferesejasnouoCavakako u poljimakretanjatako i u
poljimatermodinanikih velicina. Merenjasuvrsenasaradiosondomansiranomiz Ft. Sill, Oklahoma,

30

20

Temperatura (°C)

85 (kPa)

Lawton,Oklahoma
1983

Podne , Podne Podne Podne
L

June7 | Junesg |

1 i
June9 ! June 10

Vreme

Slika 1.2: Evolucijatempeatura meenihblizutla (9.75kPa) i navisini oko 1100m (850kPa). Merenja
suvrSenasaradiosondomansiranomiz Ft. Sill, OklahomaSAD,(premaStulu(24))

SAD, (premaStulu (24)). Naslici (1.2) prikazanje zapistemperaturea 85 kPa (oko 1100m) i na97.5
kPa (pri tlu) u toku Cetiri dana.Kod krive temperaturgori tlu jasnosevidi dnevni hod. Za razliku kriva
temperatur@a85 kPaimatendencijuastakaoposledicuprocesoji imajuvremesnk razmereod vise
dana.Drugi natin daseupoznavertikalnastrukturagrantnogslojasutzv. mikro sondekoje sezaka&e
zabalonekoji zatimdizu sondeod tla do visine od parkilometara.Naslici (1.3) prikazanisu vetrikalni
profili temperaturdT), tatke rose(Ty), potencijalngemperaturé®), virtuelnepotencijalneemperature
(©y) i sadzajavodenepare(r) dobijeni pomau mikro sondi. U blizini nivoa 75 kPa sejasnouoctava
skokovita promenau svim veliCinamatako da semoze uzetida u ovom slu€aju on predstalja granicu
izmedjuslobodneatmosfera grantnogsloja. Prikazprirodespeciftnostikretanjau blizini tla semoze
dobiti i ako bismoregistrovali vetarili temperaturw nekoj tacki ali saspecijalniminstrumentimakoiji
suu stanjudaregistrujuveomabrzepromeneUoCili bismotadaveomakomplikovanezapisehaotnog
karakterekaonagrafiku(c) naslici (1.4). Veomaje jasankontrastu odnosunasignalsrednjg vetrakoji
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Slika 1.3: Tipi¢ni profili tempeature (T), taCke rose(Ty), potencijalnetempeature (0), virtuelnepoten-
cijalnetempeature (8,) i sadizajavodenepare (r) dobijenimikro sondom(premaStulu(24))

je dobijennekimod klasitnih instrumenatadi u poredjenjusapromenamdorzinekod prostiranjatalasa.
Kretanjekoje se odlikuje haotEndstu ovog tipa naziva seturbulentnozarazliku od uredjenogkretanja
fluida koje senaziva laminarna Da bi razumeagprirodu ove razlike OsbornRejnoldsje1883. g. izveo
swje CuveneeksperimenteU tim eksperimentimaetnostiz velikog rezerwaraistiCe kroz dugui tanku
cev, paZljivo izolovanuod potresaPrirodastrujanjau cevi je ucinjenavidljivom puStanjentankog konca
boje kroz jednupomdcnu cev. Ako je kretanjeteCnostikroz cev dovoljno sporokon€ic boje tece kroz
cev skoro bezsirenjai meSanjasaokolnomtetnastu. Medjutim, kadasebrzinastrujanjavode poveta
preko izvesnegranicedolazido promenekarakterakretanja; konCic boje sebrzoiri i potpunoizmesa
sateCnastu. Prvi tip kretanjgje i laminarnokretanje,a drugiturbulentnokretanje.Dugotrajnimeksperi-
mentisanjem analiziranjenraznihslutajesa Rejnoldsje zakljuCio danatin kretanjatj. dali je u pitanju
laminarnoili turbulentnokretanjemaoze da se okaraktere jednim brojem, bezdimenzionalnonkom-
binacijomud/v, gdeje u srednjabrzinafluida, d pretnik cevi, av kinemattki koeficijentviskoznosti
fluida. Ovako definisanekombinacijasenazva Rejnoldse broji bite ozn&avanasaRe Ovo je jedan
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Slika 1.4: Idealizorani primeri srednjgy vetra (a), talasa(b) i turbulencije(c) (premaStulu(24)).

od osnanih parametarai teoriji turbulentnogkretanja,jer prelaziz laminarnogu turbulentnokretanje
nastupaako je Rejednakili veti od oko 2 000. Ipak, ova granicase ne moze definitivno postaiti.
Problemnastupaako sezaht&a jednozné&navezaizmedjuprelazgednogtokau drugii vrednostiRe-
jnoldsorog broja, tj. dali postojikritiCan Rejnoldse broj, Re, takav dajasnorazgrantava prelazu
turbulentni tok iz laminarnog. | drugo, ako smou turbulentnomreZimu i smanjujemoRe na primer
smanjenjenbrzine,u jednommomentudolazido prelazau laminarnitok. Dali je to isti onajbroj kod
kogaje nastupigorelaziz laminarnogu turbulentnokretanje?0dgovor je ne, jer pri paljivom poveCanju
brzinekod laminarnogkretanjamogLteje odrzatilaminarnostokacaki dovrednostiReaod 12000, ali
i pri najmanjenpotresukretanjetrenutnoprelaziu turbulentno.Sadrugestraneako je Remanji od oko
1000bilo koliko veliki poremé&aji ne mogudakretanjeucine trajno turbulentnim. Preciznu definiciju
turbulentnogkretanjanije mogite dati paje uobicajenoda seturbulentnokretanjenazva onokretanje
koje posedujesve sledé&e osobinet

pristupdefinisanjupojmaturbulencijeje premaknijizi Tenelesai Lamlija (28)
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Slika 1.5: Shematskprikaztrajektorija delica u turbulentnomtoku

e Neuedjenost Najuctljivija osobinaurbulentnogkretanjgje neuredjenosti haottnost.Ako rec-
imo pratimoputanjudelica (Lagrarzov prikaz)u turbulentnomtoku onaje veomakomplikovana,
bezikakvih znalova regularnosti. Jedanod parametar&oji bi ukazaonanekakvuregularnoste
dali poslemakari jako dugogali kon&nogvremenaputanjaprodje kroz polaznutacku ili bar
veomablizu. To bi zn&ilo da seispoljila nekakwa periodtnostili makarkvaziperiodénost. U
tom pogleduturhulencija se karakterse potpunimodsustem periodtnosti. Opetnapominjemo
da su grantni uslovi u granicamamogLlEnosti merenjakonstantni. Vec smo se ranije sreli sa
Ojlerovim natinom zapisvanjakod turbulentnogpolja (sl. 1.4). | kod ovakwog n&ina prikazi-
vanjaveliCinakod turbulentnogtokajasnoseuoCava haottankarakterzapisa.Neuredjenosima
ozbiljne reperkusijenateorijsko razmatranjgurbulentnogkretanja. Tako, za sada,izgledadase
moramoodreEi determinisitkog pristupapri kom semoze polaz&i od pocetnihpolazajai brzina
svih deli€apredvidetidaljaistorija saproizwljnom tatnastu. Umestotogakoristeseili statistki
metodiili sepokusavaju izraCunatiintegralni doprinosilokalnih haotEnosti.

e Difuzivnost Transportiraznih veli€ina sumnogointenziniji od transportazbog molekularnog
kretanja.Ovo je u praktitnompogledunajvaznija osobinaturbulentnogkretanja.

e \eliki Rejnoldswei brojevi: Rejnolds® broj je mogLEe opstije definisatikao odnoskrakteristénih
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vrednostiinercijalnihsilai silaviskoznosti:

Inercijainesile u ¥ UL
Re= ~-TIATESE_ Zo _ L _ 2= (1.1)
Viskoznesile  y&u Yy
0x2 L

Turbulentnokretanjeseuvek dogadjapri velikim vrednostimeRejnoldseog broja.

Trodimenzionalnostvrtloznost: Prava turbulentnakretanjasutrodimenzionalna karaktersu se
relativno velikim vrednostimaotoravektorabrzine, koja jos imajuizrazitofluktuirajuci karakter
Na primer, talasistworenivetromnapovrsini okeana,jiako daju krajnje komplikovanusliku, nisu
turbulentnokretanje zatostoje rotor brzinezanemarlj u poredjenjusadivergencijombrzine.

Disipativnost: Turbulentnokretanjeje disipatvno; dabi se odizalo potrebanje izvor enegije.
Tako naprimerslucajni gravitacionitalasiili zvutni talasinisuturbulentnokretanije.

Turbulentnoste karakteristikakretanja: Turbulentnostnije osobinafluida, vet kretanja.Drugim
reCima, to je kinemattka, a nefizickaosobina.

Kontinuum: Na analizuturbulentnogkretanjamoze da se primeni aparatmehanile fluida, tj.
predstaa o kontinuaranopredini. Nematurbulentnogkretanjanamolekularnimrazmeramanaj-
manji elementiturbulentnogkretanjasu zaneloliko redova veliine veti od molekulskihrazmera.
Tako semogukoristiti jedn&ine hidrodinamile. Napominjemadaje ovde samoovlas spomenut,
vise kao metafora,pojamo turbulentnomelementulelementima).Preciziranjeovog, jednogod
osna/nih pojmova turbulentnogpolja (toka) ce sedogadjatiu toku Citavog kursaiz visekomple-
mentarnihuglova.

1.3 Definicije srednjih vrednosti

Poreddefinisanjaurbulencijedrugiosnani problemje konstruisanjgednainakoje trebadaopisuju

turbulentnetokove. Rejnoldsje predi@io daseturhulentnitok razmatrakao slozenifenomensastaljen
od srednjg delatokai haottnogdelatoka. Pretposteka je da suvremenskii prostornirazmeri
uredjenogsrednjg) delatokaznatnoduzi odnosnoveti od haottnogdelatoka. SamRejnoldsnije znao
dali sutakwve pretpostake zaistaispunjenekod turbulentnihtokova koji sesretu u atmosferiili uopste
kod kretanjafluida. Tako simboli€no pisemodaje trenutna(prava) vrednostobel&éenasaznalom tildai
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() iznadslova, zbir srednjevrednosti,veliko slovo, i odstupanjaod srednjevrednosti(u daljemtekstu
samoodstupanje)maloslovo, zax, y i zkomponentérzine:

i=U+u (1.2)
V=V +v (1.3)
W=W+w (1.4)
potencijalnuemperaturu
6=0+6 (1.5)
relatvnu vlaznost:
G=0Q+q (1.6)
nekupasvnu supstancypolutanttraser...) :
¢=C+c a.7)

Odnossrednjevrednostii odstupanjge ilustrovan naslici (1.6). PostojiviSe mogLEih naina defin-
isanjasrednjihvrednostii odstupanjal teorijskimrazmatranjimarednjevrednostisudefinisanerelo
ansamblaAnsamblje skuprealizacija(dogadjajakoji imaju istu vrednostsvih makroparametara&?od
makroparametrimae podrazumeaju geometriijsle karakterisitile, gradijentpritiska koji izazwva kre-
tanje,nepromenjenézicke karakteristile kaoviskoznostitd. Zaturbulentnokretanjeje karakteristtno
da se svaki €lan ansamblasvaka realizacijarazlikuje od svih ostalih €lanoza ansambla. Recimopri
proticanjufluida kroz cev, kadaje Rejnolds® broj dovoljno veliki paje kretanjefluida turbulentnoi
kadadrzimo vrednostrazlike pritiskanakrajevima konstantnomAko napraimo zapisbrzineu nekom
trenutkut, u toku intervala vremenaod (0,T), a zatim ponovimo eksperimentN putauotavamo da se
svaki od zapisarazlikuje od ostalih. Svaki od tih zapisaje jednarealizacija,jedanelementansambla.
Koja srednjabrzinaondakarakter$e proticanjefluida kroz cev? Za trenutakt, unutarintenala (0,T)
definSesesrednjavrednosipo ansamblikaoaritmettki srednjakizmerenihvrednostiiz svihrealizacija:

U)= 3 6 (0 (18)
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Slika 1.6: Detaljniji prikaz promenevetra sa slike (1.4) sa nazn&enimodstupanjenkaoi srednjom
vrednacu, (premaStulu(24))

Ovako definisanasrednjavrednostnije pogodnaza eksperimentalnaazmatranja.Kod laboratorijskih
merenjali osmatranjanajceste sesr&€emosasrednjomvredndtu definisanonkao srednjaku vremenu
ili prostoru.Recimou vremenusrednjavrednostsedefinekao:

to+T/2
Ww:%‘/ﬁwwt (1.9)
to—T/2

i analognau prostoru stim Stoseintegracijapo vremenuwzamenjujentegracijompo koordinati(koordi-
natama) O odnosuzmedjusrednjinvrednostipo ansamblu srednjakai vremenuli prostorugovori er
godiskahipotezgvideti Dodatak). Tako, zadovoljnu duzinuinternvalaosrednjganjaT i dovoljno veliki
broj realizacija,srednjevrednostipo ansamblu vremenskisrednjaksezanemasio razlikuju. Preciznije
odredjenjendnosngednavarijantaergodisle teoremghipoteze)e datu vet pomenutondodatku.

| nakraju, najogstiji natin definisanjeosrednjaanjaje preko operatordoperacije)osrednjaanija,pri
¢emusepostulirajunjegove osobineprelo skupapravila. Sagornjomcrtoméemooznd&iti dejstwovanije
operatorasrednjaanja. TadadefinSemoosobineoperatorasrednjaanja:

frg=f+3=F+G (1.10)

cf=cf=cF (1.11)
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c=cC (1.12)

of\ 0 /7 _OF
(£> _6_s<f> =3 S=X,Y,zt (1.13)
FG=FG (1.14)

Naslici (1.7)je datprikazodnosanagibaneke veliCine prei posleosrednjganja. Geometrijskigledano,
uocCavamodaje nagibsrednjevrednostidalelo manji nego nagibtrenutnevrednosti.Ova naizgledjed-
nostana karakteristikaje od fundamentalnognataja kod razmatranjaurbulentnih tokava i mogLtih
izraCunavanjavezanihzanjih. Nagib srednjevrednostizavisi, u opStemslucaju, od periodaosrednja-
vanja. Medjutim postojevremenskiodnosnagprostorniintenali nakon kojih srednjevrednostipotpuno
izgubehaottni deosignala.(Ovo ¢e biti razmatranau trecoj glavi nakon uvodjenjapojmaspektratur-
bulentnekinetiCke enegije gdetesepokazatipostojanjezv. spektralnogaza).

Zadatak: Na osnou aksiomaoperatorasrednjevrednostineti srednjuvrednostproizvoda dve
slucajne(haottne)velicine.
Re&enje: Naosnou (1.10),piSemo:

W= (U +u) (W+w) =UW+Uw+Wu+tw (1.15)
Primena(1.14)daje:
0w =UW +tw (1.16)
Dakle iako je srednjavrednostodstupanjgednakanuli kadase pojavi proizvod fluktuacija, njegova
srednjavrednostje razlicita od nule.
1.4 Jedn&Cine zasrednje vrednosti

Nakon uvodjenjapojmasrednjihvrednostitrebaformirati jedn&ine koje €e opisivati njihovu evolu-
ciju kako u vremenuako i u prostoru.Kako smoranijevideli ida je viskoznostfluidajednaod njegovih
bitnih karakteristike&kojamozedadovodedo pojave turbulentnogtoka, morasepoti od Navije-Stokswih
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~ nagib
=< = trenutne
P vrednosti

nagib
srednje
vrednosti

Slika 1.7: Shematskprikaz odnosanagiba srednjih vrednostipremanagibu trenutnevrednosti. Period
ostednjavanjgje predstavljerduzinomhorizontalnihstrelica, (premaStulu(24))

jedn&inakretanja.Navije-Stokswe jedn&ine cemouzetiuz Busineskaproksimacijuvidi DodatakG).
Potpunisistemjedn&inasadgi jos jedn&inu kontinuitetazanestgljiv fluid i jedn&inu termodinamile:

o0 . . .. 10p ~
E+V-Du—fv_—&&+vAu (1.17)
ov . . .. 109p ~
E+V-Dv+fu_—&a—y+vAv (1.18)
ow . 19p 6 .
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oG 0V oW
ax oyt ez (1.20)
%w-mé:wé (1.21)

gdeje v kinemattki koeficijentmolekulsle difuzije aa koeficijenatdifuzije temperatureKadauvedemo
razlaganjetrenutnevrednostina srednjuvrednosti odstupanje(fluktuacije) i = U + u i osrednjimo
jedn&ine, koristei postulatensrednjganjadobijamojedna&ine zasrednjevrednosti:

%—liJrV-DU—fV:—aiX [&Jr—u: —%u——a%wwrmu (1.22)
%—\t/+v-mv+fu :—% |:p—F;+_V: —a%V_U—a%WJrVAV (1.23)
‘2—\1\/+V-DW: —aﬂz [£+Wv] —%m— %nge% + VAW (1.24)
g—‘i+g—\;+%—";’:o (1.25)

%—?JFV-D@: - [%E-F%E-F%W_e} +an© (1.26)

Ako oduzmemood jedn&ina za trenutnevrednostijedn&ine za srednjevrednostitada se dobijaju
jedn&ine zaodstupanjdfluktuacije):

%‘FV-DU +V-Ou+v-Ou—fv= —i [E—u_u] +3W+

5 A 3 W+ VAU (1.27)

NS

a—V+V-DV+V-DV+V-DV+fuziW—i B—W +£WV+VAV (1.28)
ot oXx oy | po 0z
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ow 0 0 o[p 0

a—+v OW+V.-Ow+v: Dw_a—wu+ ayWV_a_z[&_WW] +ge + vAw (1.29)
ou oJv ow
&‘Fw‘l‘&— (130)

UoCavamodaseu jedn&inamazasrednjevrednostnadesnoptranijavijaju novi €lanovi, poredoCekivanih
Clanovai, srednjihvrednostizasilu gradijentagpritiskai viskoznost.PremadrugomNjutnovom zakonuti
novi Clanori sunekak sile, preciznijesile zajedinicnu masu. Tako, kao posledicgednematemaitke
operacije(razlaganjana srednjevrednostii odstupanjajavljaju se "nove” sile. Razmotrimoporeklo
odnosnosmisaoovih novih €lanova. Na slici (1.8) je prikazanaelementarnaapreminakoja se krece
srednjombrzinomU u pravcu x-ose.Kadabi kretanjebilo laminarnotada,u odsustvuKoriolisove sile i
sile gradijentgoritiska,uotenazapreminai sekretalabezpromenebrzine.(To strogouzev nije tatnojer
postoji molekulskadifuzija koli¢ine kretanjazbog molekulslog kretanjaali onase moze zanemaritiza
kraCevremensk intenale.) Ako bi jedn&ine (1.22- 1.24)pomnaili sapg tadabismogovorili o bilansu
koliCine kretanjaodnosnao promenikoli€ine kretanjaclementarnenase.Novi Clano/i nadesnojstrani
bi bili —dx(potit), —0y(pPolV) i —0,(poWl). Oni senazivaju Rejnoldsei naponiu jedn&inamakretanja
odnosnadrejnoldsei lanori kadaseodnosenacitav sistemjedna&inakoji ukljucujei termodinamiku
jedn&inu. Oni predstaljaju korvergenciju srednjg fluksax-komponentekoliine kretanjau uotenoj
elementarnogapremini.ZaistaanalizirajmoClan —d,(pown). Njegamozemonapisati nasled&i nain:
—07[w(pou)]. Veli€inapou je x-komponent&oli¢ine kretanja,a w[po U] je fluks x-komponentekolicine
kretanjakrozjediniCnupovrSinunormalnunaz-osu.Dalje d,[wr([pou)] je razlikafluksevakrozjedinicne
povrSine po jedinici dwzinetj. divergencijatog fluksaili netoodliv koli¢ine kretanjau pravcu z-ose,pa
je —0;(powt) srednjinetopriliv x komponentekoli€ine kretanjau pravcu z-oseu uocenuelementarnu
zapreminu.lstomanalizommozemoda zakljucimo daje —dy[v(pou)] srednjinetopriliv x komponente
koli€ine kretanjau pravcu y-oseu uofenuelementarnwzapreminu,a —0oy[u(pou)] srednji neto priliv
x komponentekoli€ine kretanjau pravcu x-0seu uotenuelementarnwzapreminu. Drugim re€ima, u
uoCenuzapreminupostojipriliv/odliv koli¢ine kretanjazbogpostojanjaodstupanjdfluktuacija)u polju
brzine. Naglasimoda je masafluida u uocenojzapreminikonstantna.Tako, rezimiramoda zbogrel-
ativnog kretanjafluktuirajuteg delatoka, u odnosuna uotenumasukoja se krete srednjombrzinom,
dolazi do promenesrednjebrzine jer svaka promenakoliCine kretanjau jedinici viemenadovodi do
ubrzanja/usporga. Na isti natin mozemoda analiziramojednainu termodinamik. 1zraz w8 pred-
stavlja srednijifluks potencijalnetemperaturekroz jedinicnu povrsinu normalnuna z-osua —d,wo je
srednjineto priliv potencijalnetemperatureu elementarnwzapreminu,z pravca z-ose. Na isti nain
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w(z+dz)

u(z+dz)

w(2)

=

xy

Slika 1.8: Uz objaSnjenje—0,(peWu)

mozemoda analiziramoizraze —0x(u®), —dy(vB) . Dakle ako, recimo,topliji fluid koji sekrete rela-
tivno u odnosunajedinicnu zapreminustisnehladniji fluid imamonetozagre&anje,sve posmatrandz
referentnogsistemakoji sekrete srednjombrzinom.

1.5 Jedn&ine zasrednjevrednostii fluktuacije u indeksnoj notaciji
Prognostike jedn&ine dobijaju koncizniju formu u tzv. indeksnojnotaciji. U tom zapisuvektor

trenutnebrzineV piSemokao {G}; ili krace (i gdeindeksi imavrednostil,2,3. Tadajedn&inakontinu-
itetapostaje:

ai
— = 1.31
ox =° (1.31)
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Ovdeje koristenatzv. Ajnstajnova korvencijao sabiranjuw?.Za srednjevrednosti,direktnomprimenom
pravila zaosrednjaanje,dobijamo:

oy,

—=0 1.32

X (1.32)
Oduzimanjenjedn&inakontinuitetaza srednjei trenutnevrednostidobija sejedn&inakontinuitetaza
fluktuacije:

oy

X =0 (1.33)
Jednéine kretanjai termodinamile, u indeksnojnotacijii u fluksnom? obliku glase:
oG oG 0 p 0% .
— — film=—=—|0k— 1.34
FTE kaxk’|'€|lm | Gm = o [6|kpo] +v axﬁ — &30i30 (1.34)

06 _ 96 02 -

gdesmouveli oznakuf3 zal/@®y. Vektorg= {g}; ima komponentg0,0,-g). Ponaljanjem postupka
osrednjganjadobijajusejedn&ine zasrednjevrednosti:

oU; o0U; 0 02U,
atl Uka — +&imfiUn = ~ox [6|kp +U|Uk] 5ikng@+Va—Xé (1.36)
00 00 auke 020
E + ka = a +a an (137)
i analogndaokod jedn&ine kontinuiteta,zafluktuacije:
ou 0 0 0%u
a_tl + % [uU 4+ uiUk + Ui U — Titk] + €iim frum = T |:6ikp—F:):| - 5i|<9|<[39+Va—xﬁI (1.38)
66 0 020
3 6 [UkB+ u®+ u — ub] = “axﬁ (1.39)

2K orvencijao sabiranjuglasidaseuvek vréi sabiranjepo ponavljenomindeksu.
SFluksnioblik je a(ux f)/0x dokje ugdf /dx, advektivi oblik.
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1.6 JednaCine zaenemgiju kod turb ulentnih tokova

Da bi seformirale jedn&ine za promenukineticke enegije srednjg tokai fluktuacijapolaziseod
jedn&ine kretanjakoju pomnaimo brzinomU;. Tako sedobija, koristeti pravila o izvodu proizvoda:

oU; 0 . 0 P 0°
Uj—— 5 +Uj&[UkUi-I-Uiuk]-l-UjEHmﬁUm:—Uj& 6”(& —U;0iBO+U; VGXEU (1.40)

ako seindeksipermutujujedna&ine postaju:

6U 0 0 02
Nakon sabiranjgedn&ina(1.40)i (1.41)dobijase
0 ‘ 0 ‘ oU; __an
atUJU [UkU U +Uitjtc+ U o] — ujuka— '“kaxk
_ 2 [6- P] B@-I—UVaZUJ U2 [6 ] -B@u-+u-vaz—u (1.42)
= |an jkp IgJ axﬁ Jan lkp Oi J J axi ’

Konano ako seizvrsi kontrakcija indeksa(tj. stasimo i = j) jer Exn = 1/2[U;]? , uz korvenciju o
sumaciji,dobijasezZeljengjedna&ina:

Bin 2 [UkEuin]  + Uitk =Tw3:  —UkdE  —gOUk  +VUIAU;
(1) (2) (3) (4) () (6) (7)

Jedn&inazaturbulentnukineticku enegiju moze sedobiti, analogngrethodnonpostupku polaz&i od
jedn&inazafluktuacijei ponajajuci postupakkao kod jedn&ine zakinetitku enegiju srednjg toka.
Detaljanazvodjenjesemazenati u DodatkuD. Tamoje takodjetransformisartlandisipacijetako Stose
drugiizvod napBekaozbir dvaclana.Dabi sedobiokontanoblik koji €eovdebiti datmoradasekoristi
analizaredova veliCinadva novodobijenatlanaiz koje sevidi dasedrugiclanmozezanemaritiRazmeri
ovih ¢lanova sedobijaju naosnau izlaganjau tretoj glavi, no mi éemoovde ipak dati konanu formu
jednaine za turbulentnukineti¢ku enegiju. Ona, uz uobiajenudefiniciju veligine o? = U2 + V2 + w2

(1.43)
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ima oblik:

(@2 +&Uet/d v [wif2= —uwd -gup -poud R
@) @ 3 (4 (5) (6) 7)
(1.44)

RadikraCteg pisanjauobicajenoje dasezaturbulentnukineticku enegiju uvedeskracenicatke. Smisao
Clanova (6) u prethodnimjedna&inamaproizilazi iz analizejedn&ina za srednjupotencijalnuenegiju

i za potencijalnuenengiju fluktuacija. Kadauzmemou obzir vrednostikomponentivektorag grupa
¢lanora ozn&enasa(6) postajugBOW odnosnayBw . Ako saZ obel&imo srednjipolazaj delica, asa
z odstupanjed njega, tadaje srednjgpotencijalnaenegija, jedinicnemaseu stratifikovanomfluidu, data
sa—gPOZ. Znak — sejavlja jer je © potencijalnaemperatural odnosunaosna/no referentnestanije,
paako je © pozitivnoto znai daje deli¢ fluidatopliji/redji od okolnih papostojiteznjadasepodignedo
nivoagdeokolni fluid imanjegovu potencijainuemperaturuDakle 5toje delic dublje,nizeu odnosuna
srednjipolozaj delica, to je veta njegova potencijalnaenepgija. Analognosrednjapotencijalnaenegija
fluktuacijaiznosi—gp0z. Vremenskiypromenuwvih veliinamozemodobiti polazé&i od termodinamtke

jedn&ine. Mnozenjemjedna&ine (1.37)sapgZ dobijase:

do 0 —
Bgza = —Bgzmuke-l—aBgZA@ (1.45)
odnosno
dpot = 4[—Bgz@] =  —BgWO+ ...
dt dt 1.46
@ @ (1:49)
Zafluktuacijeseanalognadobija:
%pot = % [—Bozo| = —BogwB +- ... (1.47)

1) (2

U jedn&inama(1.46)i (1.47)saPot je ozn&enasrednjapotencijalnaenegija asapa srednjapotenci-
jalnaenegija fluktuacijaili srednjaturbulntnapotencijalnaenegija. Dakle Clan (6) iz jedn&ine (1.44)
je jednakélanu(2) u jednaini (1.47)ali sasuprotnimznalom (—Bgxux® = BgwB). Na osnou togaza-
klju€ujemodaclanovi (2) odnosnq(6) opisujupretvaranjesrednjeturbulentnepotencijalneenegijree u
srednjuturbulentnukineti¢ku enegiju i obrnuto.
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Poredodredjvanjasmislaclanora odgosornih zarazmenupotencijalneenepije, analognomaozemo
dadamosmisaoi drugimclano/ima u jedn&inamaenegetslog bilansa. Poredjenjemedna&ina (1.43)
i (1.44)uoccavmo daseclanori oznd&enisa(4) razlikuju samou znaku. Opetzakljutujemodaje ovaj
Clanodgovoranzapretwaranjekineticke enegije srednjg tokau tkeili obrnuto. Pravac ovog transfera
sene moze utvrditi direktnomanalizomizraza. Nezavisno, iz laboratorijskiheksperimenatazatim iz
osmatranjau atmosferiodnosnou okeanu,zna se da transferenegije uvek ide od srednjg toka ka
fluktuacijama. To se moze zakljwEiti i sled&€om analizom. Profil vetrau blizini tla, u stacionarnom
slu€aju, je posledicakombinovanogdejsta sile gradijentapritiskai Koriolisove sile. Zatim znamoda
vetaruvek slabikako sepriblizasamotlu. Stabi mogaobiti tomerazlog? Sila gradijentapritiskasene
menjasapriblizavanjemtlu a Koriolisova sila moze samoda promenipravac vetra,te morada postoji
neki drugi mehanizansmanjenjabrzinetj. odwodjenjakoliCine kretanja.To je upravo turbulentnifluks
koli€ine kretanjai on morabiti usmererkatlu (tlo primakoli¢inu kretanjaod atmosfere).Da bi seto
ispunilooU /0z morabiti pozitivno.

Sto setice transferaturbulentne potencijalneenegije u kineticku ili obrnutoon zavisi od znaka
fluksawd. Ukoliko je delic topliji/hladniji on spontandsplivava/tonesto u oba slutajadaje pozitivan
fluks toplotea time sedajepozitivan doprinospovecanjutke. Dok ako sespustatoploji deli€ ili sedize
hladniji deli€ flukstoploteje negativani imamopretwaranjetk e u potencijalnuenegiju turbulentnogdela
toka. To sedeSava u stabilnojsituaciji kadasetk e stvaraisklju€ivo zbogsmicanja.

Nataj natin smoobjasnilidva osnanaizvoratk €; smicanjeosnanestrujei radsile potiska.Analize
osmatranjali laboratorijskihmerenjapokazujudaseu prvoj aproksimacijiceoenegetskibilansmoze
swvestinatri dominantnatlana. Vet suopisanadva izvoratke, a kao tre€i ¢lan sejavlja disipacija. U
literaturi seovakwo stanjenazvaravnot&nostanje.Dakle

° ~ oY 0 0u; 0ui
%(%)Z —Ulj 55, —Bokuxd —vi
R (1.48)
prod.zbg prod. zbay disipacija
smicarja rada sile patiska
ili simbolitno
9 TKE ~ SPROD + BPROD + ¢ (1.49)
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Empirijske teorije turb ulencije

2.1 Uvod

U ovoj glavi temosebaviti odredjvanjemflukseva i profila srednijhveli¢ina unutarturbulentnog
grantnogslojapolaz&i od empirijskihrezultatekoji sudobijeniili merenjimaili ulaboratorijamaPrvo
koli€ine kretanjaa zatim i ostalih veli¢ina koje su od interesau meteorologiji. Pri tome €e se prvo
analizirati prostiji slucaj homogenodluida i tadace seuglasznom analiziratilaboratorijskirezultati. U
tom slu€ajujediniizvor turbulencijeje smicanjesrednjestruje. Nakon dobijanjanekihrezultatapreti €e
senastratifikovan fluid kod kogace efekti radasile potiskakaoi prisusta vodeneparebiti od velikog
zn&ajaporedvet pomenutogsmicanjasrednjestruje. Kao osna/ni rezultatmoze sesmatratirealizacija
kompleksnoststruktureturbulentnihgrantnih slojeva. Uvek postojetri podslojapremakarakteristikama
flukseva koliCine kretanja toploteitd. Uz samucvrstugranicupostojiveomatanakpodslojtzv. viskozni
podsloj, zatim sledi sloj, priblizno 10% Citavog grantnogsloja, tzv. sloj konstantng fluksai ostatak
je tzv. sloj defekta kod homogenihfluidaili izmeSanisloj kod stratifikovanih fluida. Analiza njihovog
medjusobnogodnosakao i prelazaiz jednogu drugi doveste do zakljutka da vetar u blizini tla, u
prelaznomsloju od sloja konstantnogfluksa ka izmesanomsloju ima logaritamskuzavisnost. To je
sigurnojedanod najvaznijih rezultate€itavog kursa.
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2.2 Turbulencija u granicnom sloju toka homogenodfluida preko ravne
ploCe

Kad sepokusava nesto zakljuiti naosnavu empirijskih Cinjenicaskoro uvek sepolaziod najjednos-
tavnijeg mogLEey slucaja. U pogledugeometrijerazmatramaavnu podlogu,5to je slucaj sanajvetim
mogLEim stepenonsimetrtnosti. U pogledutermodinamtkom , razmatramdiomogerfluid i nakraju
u pogleduvremenskihpromenarzmatr&emo samoslutaj stacionarnogoka. Tako u slucaju toka ho-
mogenodluidarto je sigurnotok preko ravne ploce. Tadasemoguuciniti sled&e pretpostake:

e homogenosti x i y pravcu (p = cong.)
e stacionarnostoka?

¢ korvemgencijekoliCine kretanjau x i y pravcu mogudasezanemaral odnosunakonvergencijuu
pravcu z-ose(zasto ?).

Uvodjenjemovih pretposteki jedn&ine kretanjaseswodenajednurelaciju:

ouU ouU oP
W— = [-TW+V— | — — 2.1
0z [ UW_I_VOZ] 0X 2.1)

gdeje saP obel&n takozvani kinemattki pritisak koji je jednakP/pg. Sasvimblizu zida, vertikalna
komponentdrzine,W, moradabudesasvimmalatako dasemoze pisati:

o[ __ oU oP

% [—uw+v5] = A (2.2)
Dalje, smatr&emodasevetarodnosncsila gradijentapritiskane menjau pravcu x-ose. Tu, konstantnu
vrednostsile gradijentapritiska obelgicemosaslovom A. Ako sada(2.2) integralimo od tla do visinez
dobijamo:

—aw+ V%_L; =Az+B=0(2) (2.3)

Dakle, u neposrednoplizini zida, gde je z vrlo malo, ukupantransportkoli¢ine kretanjaje, u prvoj
aproksimaciji,konstantan.Vrednostte konstanteB je va,U|,_,, a obelgava sesau? ili u2. Kako je

1Kod viskoznih fluida mogtEe je imati staconarndretanjei poreddejsta spoljanjih sila. Upravo turbulentni transport
koli¢inekretanjapremapodlozi,koji prelaziu viskoznitransportuz samzid, to omogiava.
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Slika 2.1: Relativanodnosviskozna i turbulentna transportakoliCine kretanjau neposednojblizini
zida(pemaMeloru (15)).

definicija veliine u; vezanaza viskozno trenje a ima dimenzijebrzine zove se”brzina trenja”.Sloju
komeje zbir molekulslog i turbulentnogtransportekonstantarse zove sloj konstantnodluksakoliCine
kretanjaili krate sloj konstantng fluksa Ako serelacija(2.3) podelisau? dobije seu bezdimenzional-
nomobliku:

uw  d[U/u]

2 T aluz/v

=14 0(z/W?) (2.4)

Ova relacijaje graficki predstaljena naslici (2.1), gde ja na apscisipredstaljen log(z/z) a ordinata
prikazujezbir molekulslog prenosakolicine kretanja,merenodozgonadole, i turbulentnogtransporta
koliCine kretanja,merenodozdonagore. Njihov zbir je tako uvek 1 StofiziCki zn&i dasesav transport
koli€inekretanjaodvijakaozbir molekulslogi turbulentnogtransportaEksperimentalnge utvrdjenoda
zaz < 10v/u; dominiramolekulskitransportdok zaz > 50v/u; dominiraturbulentnitransportolicine
kretanja.

Govoreti jezikomteorijeslitnostiodredjujiti parametri blizini zidasubrzinatrenja,u; i koeficijent
viskoznostiv. Tako sezakarakteristtni razmerduzine dobijazy = v/u; koji pri uy = 0.1ms™t i v =
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Slika 2.2: Profili brzine u neutmalnom granicnomsloju pri vrednostimaRe broja 5x10° i 5x10°. Na
panelu(a) zarazmerbrzineje uzetabrzinaU.., dokje zarazmerduzineuzetaduzinad. Na sled&€em
panelu,panel(b), razmerazlike brzineU odU, je u; dokje zarazmerduzineuzetavliCinasrazmernaa
0. Treti panel(c) pokazujeslutaj kadasezakarakteristtnerazmee zaduwzinui brzinuima zy odnosno
brzinatrenja,u; (premaMelorui Gibsonu(16)).
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10~°nPs™1, 7y je redavelicine 0.1 mm. Ovo je samokadaje podlogaveomaravna. U stvarnosti
pdloganikadanije idealnoravna. narcito ako je podlogatlo gdeneravnine , hrapaost, dominirajuu
odredjvanju vrednostiparametray. Zatoseu tim sluCajevima sre&cemosavrednostimazazy; od 1 cm.
pado neloliko desetinssantimetara.

Polazé&i odtogadaje odredjujii parametafrazmer)zabrzinuu; azaduzinu zy, premall teoremi
2 profil vetrau sloju konstantnodluksa,u neposredndplizini zida, morabiti sledé€eg oblika:

Yt (z/2) (2.5)
Ur
Gornjarelacijasenazva zalon zida Moramonaglasitidaoblik funkcije f ostajenepoznat.

Kako stoji stvar saprofilom vetraiznadslojakonstantnogluksa? Ovdeje situacijakomplikovanija
jer neznamokako da,apriori,izaberemalwzinski odnosnaazmerbrzine.Za obarazmerdamavisekan-
didata.U slucajuduzinskog razmeraporedvet formiranograzmerazy, kaodrugi kandidatsepojavljuje
i visina Citavog grantnogsloja, d. U slucaju razmerabrzinemozemoocekiati brzinutrenjaali i rec-
imo brzinufluidaiznadgrantnogslojauslorno ozn&ensaU.. Analizirajuti rezultateiz laboratorijskih
eksperimenataasloj iznadslojakonstantnodluksa,zakljutujemodazakon sli¢hostiima oblik:

U — U
Ur

= F(2/5) (2.6)

Kako prethodnaelacijagovori o razlici, defektubrzine,U, od brzineizvangrantnogsloja,U., relacija
(2.6) se nazva zalon defekta Potvrdazato je sled€a slika koja je preuzetaiz radaMelorai Gib-
sona(1966). Na toj slici (2.2) su dati profili brzine u neutralnomgrantnom sloju pri vrednostima
Rejnoldsoog broja5x10® i 5x10°. Na panelu(a) zarazmerbrzineje uzetabrzinal,, , dok je zarazmer
dwzine uzetd. Vidimo dado slaganjadolazitek pri samomvrhu grantnogsloja, Sto dalje zn&i daili
razmerebrzineili razmereduzine nisudobroizabrane.Na sled€empanelu,panel(b), prikazange ra-
zlika brzineU od U,, podeljenasau; dok je rastojanjeod podlogepodeljenosad (preciznijereCenona
ovoj slici je razmerduzine veliCinakoja je srazmernaad, ali u ovakvim razmatranjimge to nebitno).
Padsto je na apscisilogaritamskgpodelato vidimo da seu velikom delu grantnog sloja (preko 90 %)
obaprofila potpunopoklapajui daje u pitanjulogaritamskazavisnost(priblizno linearnavezavelicina
sagrafika). Rasturanjgotinje tek kadaje bezdimenzionaastojanjeod podlogemanjeod 102, Treti
panel(c) pokazujeslaganjezaveomamalarastojanjaod zida a karakterisitne razmerezaduzinui brz-
inu suzy odnosndorzinatrenja,u;. Takodje selepovidi dapostojirelativno Sirok intenal u komevazi
logaritamskizakon. Ova logaritamskaavisnostsemozei formalnoizvestisto cemoubrzoi pokazati.

2zasadvaj I teoremevidi dodatakH
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Sumarnoprofil vetrasavisinom, mozemoshematskprikazatikaonaslici (2.3). Dakle iznadsloja

\ Visina (z)

Zakon
defekta

Sloj spajanja
log profil

Log

profil Zakon
__/ > zida
Vetar (U)

Slika 2.3: Shematskiaspoed podslojera kod granitnag turbulentna sloja u slucaju homaengay fluida
(debljinaviskozn@ podslojaje jako uvelitana).

konstantnodluksavazi zakon defekta,a u sloju konstantnodgluksazakon zida. U medjuprostorugde
jedansloj prelaziu drugisloj, postuliramagpostojanjekontinuiranogoprelazgednogzakonau drugi. Kako
formulisati (opisati) taj prelaz? Sastranesloja konstantnogluksa prelazse dogadjakako odnosz/z,
postajeveomaveliki. Sadrugestrane,iduti iz slojagdevazi zakon defektau sloj konstantnodluksa,
z/d postajeveomamali. Medjutim, dodatnapretpostaka o neprekidnostprvog izvoda te dovesti do
rezultata.

dy :ﬁzf’(Z/ZO)z et _:ﬁF’(z/a) 2.7)
dz J e,V dz spolj. o)

Kako desnastranagornjejedn&ine ne zavisi od parametraviskoznostiv to ni leva stranane smeda
zavisi od njega. footnoteRrametarviskoznostije prisutanprelo z,. To je jedino mogite ako je f'
stependunkcijaagrumenta/z, tj. oblika:

(2)-2)
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Slika 2.4: 1zmeeni profil brzine u blizini glatkog zida predstavljenipreko razmea brzine odnosno
duzine karakteristtnezarezimzakoji vazi zalon zida(premaMeloru (15)).

jer zas= —1, koeficijentviskoznosti,v, sene pojavljuje u krajnjemizrazu.Dakle:

du U U

— =cong— = — 2.9

dz Z Kz (2:9)
gdeje K tzv. konstanta/on Karmana.Njenavrednoshije tatnoodredjenau literaturisesrecu vrednost
od 0.35do 0.42. Ipak se najceste srece vrednost0.4. Konano, na osnovu rezultatamnogobrojnih

eksperimenataiji surezultatiprikazaninaslici (2.4), zaprofil brzinesedobija:

U(2
Ur

1 z
= Elog£+4'9 (2.10)
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Inate u matemaitkoj teoriji granitnih slojeva ovakva procedura,a kojoj setrazi preklapanjgslaganje)
na kona&nom intenalu, se nazva asimptotsk sklapanje( za detaljniji prikaz ove problematile vidi

dodatak’Elementiteorije grantnogsloja” ili referencuBenderi Orzag(l)). Kadanaprotv zaht&amo
jednalost funkcija u jednojtacki govorimo o asimptotskm spajanju(u bukvalnom prevodu terminaiz

anglo-saksonskliteraturegavorimo o krpljenju). U dodatkuA dati suosna/ni elementimatemattke

teorijegrantnogsloja, zalinearanslucaj.

2.3 Stratifik ovani fluidi

U dosadanjim razmatranjimabilo je reci o grantnim slojevima u homogeninfluidimagdeje posto-
janje gradijentabrzineosnarne strujejedini mogLE izvor turbulencije. Sadate serazmatratiturbulentni
tokovi pri postojanjunehomogenostil poljima temperatureddnosnogustine. Svakalo, za kretanjau
grantnomsloju atmosferedominantnesu pojave vezanezanehomogenosti poljima termodinamikih
veliCina. To je najizraenije kroz dnevni hod temperatureali i ostalihveli€ina. Na slici (2.5) dat je
shematskprikaz promenaplanetarnogyrantnogslojau toku dana.

Osnwni razlogpostojanjastratifikacijeu atmosferije mehanizanmjenogzagreanja. Apsorpcijom
Surtevog kratkotalasnogzracenjadolazido zagreranjatla. Toplotasezatimprenosiuvis dvojako. Kao
prvi mehanizanzagreanjamozemoozn&iti apsorpcijui re-emisijuinfracrvenogzratenjaciji je izvor
tlo. Toplotnozratenjesezatim postepeng@renosido najviSih slojeva atmosfere Kao drugi mehanizam
imamoprovodijenje. ProvodjenjepaoCinje pri samomtlu i tu je najizrazitiji mehanizanprenosaoplotei
ali i drugih pasvnih velicina. Ovaj transportje dominantarnu vrlo tanalom sloju tzv. molekularnom
podslojukoji seopisujepreko kinetickateorijagaswa. U tom sloju srednjislobodniput je karakteristii
razmerdwzine. Nastaak procesgrenogoplotei viageiznadmolekularnogpodslojaje sasvimdrugdiji
po swjoj prirodi. Tu seformiraju uredjenamikro-kretanjamnogomanjinrazmerau odnosunarazmere
kretanjadalelo od tla. Prenosadvkcijaod stranetih mikr-strujaje dominantarmehanizantransporta
toplote, koli€ine kretanja,vlageitd. u najvetemdelu atmosferepri tlu. Samimtim i u odredjivanju
vertikalnih profila tih i veli€ina. Taj deo atmosferenazivamo turbulentni granitni sloj ili planetarni
grantni sloj, skr&ceno PGS 1znad planetarnoggrantnog sloja korvektivna kretanjavelikih razmera
(velikih u odnosunakorvektivna kretanjaunutarPGS-a)kaoi kretanjamezo,sinopttkih i planetarnih
razmeraodredjujuprofile brzinei termodinamtkih veliCina. SemSto predstalja izvor/ponortoplote,
koli€ine kretanja,vlage,...,vazna karakteristikaplanetarnoggrantnog sloja je da se u njemu odvija
velika disipacijakineticke enegije atmosfere.Drugi takay pojasvelike disipacijekineticke enegije je
sloj oko tropopauzeu mlaznojstruji u kojoj se generse turbulencija, ovoga putasamokao posledica
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Slobodna atmosfera

Zona uvlacenja I Inverzija na vrhu granicnog sloja
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Slika 2.5: Shematskprikaz PGS-au polju visolog pritiska, iznadkopna. PGSsesastojiod tri glavna
dela: jako tubulentna izmeSana podsloja; manjey turbulentnay, zaostalg podslojagdeje u prethod-
nomperiodubio izmeani podsloj; i nothay stabilng podslojau komeimamosporditnu pojavutur-
bulencije S1-S6suvremenskmarkeri trenutakaza koje ¢e biti dati profili na slici (2.8), (premaStulu

(24)).

smicanja.

Analizu dnerznoghodaPGS-agpotnimo od podnea, tipicnogletnjeg dana,sadobrorazvijenimkon-
vektivno izmesanimslojemnacijem sevrhu nalazizonakoja senaziva zonauvlatenja.Naslici (2.5) sa
Slje ozn&enovajtrenutakzakoji je nasled€oj slici (2.6), prikazanprofil virtuelnepotencijalngemper
ature,vetra,relativne vlagei tipi¢an profil neke pasvne supstanceNakon zalaskaSunca,do narednog
izlaska,u najvetem delu predj&njeg izmeSanogsloja turbulencija se postependlisipira. Strukturaje
takva da navrhu postoji sloj inverzije, zatimnadole” zaostali’sloj, zatim stabilni sloj (notni) i pri tlu
povrSinski sloj. 1z tog deladanaprikazanisu profili S2i S3. Nakon izlaskaSunca,usledintenzivnog
zagreanjatla ponovo serazvijaizmesanisloj nacijem sednunalazipovrSinskisloj. Profili iz ovog dela
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Slika 2.6: Tipitni, dnevni profili srednjevirtuelne potencijalnetempeature (8,), intenzitetavetra (M),
vodenepare, izrazenekaospeciftnavlaga (r) i nelog pasivng polutanta,(premaStulu(24)).

danasunaznd&enikao S4,S5i S6naslici (2.6). U toku noti seformira stabilnastratifikacijai profili
temperature vetramoguseshematskprikazatikaonaslici (2.7).

Jednaod najmarkantnijinkarakteristikaPGS-ge njegova gornjagranica.Najcestce senavrhu plan-
etarnoggrantnogsloja(sl. 2.6) opa&azonakarakterisitnapo postojanjuakih gradijenatai skoro svim
veliCinama.Kako setu opazai intenzivnije spustanje uvlacenje,odatlei nazv zonauvlacenja.Ti gradi-
jentitemperaturé vlagebivaju nardito jako izrazeniako senavrhu planetarnograntnogslojaformira
stratusnioblak a 5to je inaCe Cestapojava, narcito iznad morskih povrSinau suptropskimsirinama.
FiziCki procesipri formiranju ovih oblakasu jo$ kompleksnijiod procesau suvom PGS-ujer tadase
pojavijuju dodatniefekti. Prvi i najzna&ayjniji je oslobadjanjdatentnetoplote. Drugi, zn&ajanprcesje
interakcijaoblakasazratenjemi to kako u kratkotalasnomtako i u dugotalasnondeluspektra.

Na kraju, vazno je naglasitida sekarakterisitne prostorneg vremensk razmere razvijenostpoje-
dinih podslojea PGS-amenjajuu zavisnostiod dobadana,sezondé godinjeg dobaa narcito je vazno
dali je podlogakopnoili more.Zatim lokalnekarakteristile mogudaveomamnogouti¢u nakarakteris-
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Slika 2.7: Profili srednjevirtuelne potencijalnetempeature 8,, levo i intenzitetavetra M, desno,za
idealizoranstabilangraniCni sloj u polju visolog pritiska. Vertikalnaisprekidanalinija, desnopzna&ava
odgovarajuci geostofskivetar (premaStulu(24)).

tike i evoluciju PGS-asasta podloge prisustw topografije urbanasredina slicno.

2.4 Teorija slicnosti Monin-Obuhov

U slucajuhomogenitfluida, zadeograntnogslojau blizini zida,tamogdeje vertikalniflukskolicine
kretanjapriblizno konstantan vazi logaritamskizakon promenebrzine savisinom, odnosnogradijent
brzineje obrnutosrazmeramastojanjuod zida. Nararno, u meteorologijije od mnogoveteqy interesa
koliki suflukseri koliCinekretanjai toploteu slucajunehomogenofuidatj. pri postojanjustratifikacije.
Za stratifikovanefluide, zadeogrannogslojau blizini podloge pedesetilgodina,Monin i Obuhor su
predidili kako daseratunajusvi fluksevi uopstenjemrezultatakoji vaze kod homogenodluida. Os-
novnaideja je bila da se podje od relacijaza homogenfluid pa seizraz za gradijentbrzine pomnai
univerzalnomfunkcijom odnosadwzine i karakteristtnog duzinskog razmerakog odredjujuparametri
koji karaktersu proceseprisutnekod stratifikovanogfluida. U slu¢ajuodredjvanjagradijenataempera-
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Slika 2.8: Profili srednjevirtuelne potencijalnetempeature koji pokazujudne/nu evoluciju PGS-apo-
lazeti od 16 h lokalnay vremena.S1 — S6 ozn&avajutrenutle za koje vaze profili a u skladusaslikom

2.5(premaStulu(24)).

tureili nele drugepasi/ne supstancezakoje nepostojeanalogoni slucajuhomogenodluida, zadzava
seistaideja. Time bi seproblemraCunanjafluksevaili ekvivalentnoratunajnavertikalnihprofilasveona
oderedjanjetih novouvedenihuniverzalnihfunkcija. Centralnaackaje bila pretposteka daje duzinski
razmerjedinsten zaswe veliine. Gradijentbrzinekod homogenodluida Eéemonapisatinamalo opstiji
n&cin koji ce namomogLEiti generalizacijunaprofil brzine,potencijalngemperatureneke pasvne sup-
stance uopsteprofil netegastoimaizvor pri tlu. To je prikazanosled&€omtabelom:

HOMOGENFLUID

U My

0z Kz

STRATIFIKOVAN FLUID

ou My
Y _ Mrg ) @11
P _ %o (2.12)

0z Kz



34 Empirijske teorije turb ulencije

QR Q&

0z Kz

®q(C) (2.13)

gdesuuvedeneoznale L zavertikalni duzinskirazmey
(=1z/L (2.14)

Veli€ine:

My =Wlo/Ur,  Or=Wp/Ur,  Qr=Wp/U
sukarakteristtnerazmerezax-komponentibrzine, potencijalnuuemperaturu vlaznost.UopsSte, karak-
teristtnerazmerenele velicine jesuodnosvertikalnogfluksate veliinei brzinetrenja,

S =W/ Ur.

Kako je ranijerecenoosna/ni problemteorijeje pronal@enjevelicinakoje odredjujuvertikalni duzinski
razmer Monin i Obuhov su predi@ili da odredjujii parametribudu reprezentiosnarnih procesau
stratifikovanojatmosferikoji uticu nanivo tke:

e brzinatrenja,u;, kaoparametakoji predstalja smicanjekaojedanmehanizangenerisanjaurbu-
lencije,kaoi kod homogenoglucaja,

e WOy je velitinakoja predstalja drugi deoovog mehanizmaroizvodnje turbulencije, preko rada
sile potiska,kaoizvora/ponoréake,

e [(3g parametaradasile potiskakoji karakterse stanjestratifikacije.

Uvedenge oznakaf} = 1/0g, gdeje Oy, karakteristtnavrednostzapotencijalnutemperaturw atmos-
feri, konstantazaCiju vrednostsenage Sce uzima30® K, madanekiautorizanjenuvrednostuzimajui
273 K. Dimenzionaanalizapredl@enihveliCinadajesled&i duzinskirazmer:

u?

L= ——T1 2.15
K[g-wbo 13)

VeliCinak je vet ranije uvedenakonstantavon-KarmanaNapominjemadaseCestou literaturi sree i
definicijakoja serazlikuje od ove po znaku.Ponekadctcemoi mi koristiti definiciju L-a sapromenjenim
znalom ali uz jasnunaznakuu tekstu. Premaswjoj definiciji, duzina Monin-Otuhova je algebarska
veliCina €iji znakodredjujeznakfluksatoplote od podlogeka atmosferi. Tako, kadaje podlogatoplija



Teorija sli¢nosti Monin-Ob uhov 35

150

100 |

50 |

L(m)

o

50
100 |:

150

200

Slika 2.9: TipiCan opseg vrednostiM-O duzine u toku dana(ovdeje definicijalL-a uzetasa supiotnim
znalomod definicijeu tekstu).Apscisaozn&avasateu danu,(premaStulu(24)).

od najnizih slojeva atmosferdj. kadarad sile potiskagener§etke, L je pozitivno. Ukoliko je podloga
hladnijaod vazduhaznadnje, fluks toplote je negativan, paje samimtim i L negatvno. Naslici (2.9)
su skiciranevrednostiza duzinu Monin-Oluhov uzimajlei da se brzinatrenjai fluks toplote krecu u
opsezimakarakteristtnim za atmosferu(napominjemada je slika dataza definiciju L-a sa suprotnim
znalom). Direktnomintegracijomjedn&ina(2.11),(2.12)i (2.13)i uz definicije

zakoli€inu kretanja

W(Q) = [ L(?_ldz (2.16)
Zom
zatoplotu,i ostalepasvne substance
w(@ = [ 2 217
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zaprofil brzinedobijamo:

U(@)~U (zon) =~ 2 [109(2/20m) ~ Wn(Z/L)] (2.18)
zaprofil potencijalngemperaturgobijamo:

01 - 0(z) = ~ %X llog(z/20) — Wi(z/L)] 219)
i kon&no zaprofil vlaznostidobijamo:

Q) - Qlz) = =P [log(z/20q) ~ We(z/L)] (2:20)

Velicine zom, Zot, Zog, -.- SU"ViSine” trenjaza odgovarajite procese morajuse poznaati pre nego Sto
sekreneu izra€unaranjaflukseva. Kaoi kod tokafluida preko ravne plote, gdesmoimali samojedan
parametary, postojanjei brojnevrednostiparametaraom, Z, Zog, --- SU posledicaCinjeniceda veoma
blizu granicauticaji molekulskihtransportgpostajuznaajni. Njihovo izraCunavanje je mogiEe putem
"spajanja” povrsinslog (unutra&njeg) i spoljaénjey sloja PGS-a. Za detalje ovog postupkapogledati
kod Janjta (9). Kadaizratunamaili naprostauswjimo vrednostiza"visine” trenjamozemoda koris-
timo metodologijuizraCunavanjaflukseva toplotei koliCine kretanjapomacu Monin-Oluhor teorije. Za
detaljedobijanjaanaliticke forme funkcija W, Wy ... i razlike u ratunukod stabilnei nestabilnestrati-
fikacije videti DodatkB.
Kadarazmendoploteizmedjuatmosfere podlogetezi nuli tadai vrednosibdnosa = z/L tezi nuli.

Ako je pretog trenutkastratifikacijabila nestabilnaonase sadapriblizava neutralnojstratifikaciji. Na
osnavu definicijafunkcija ®py,, ®n, @y ... sledi:

E—0t
Zamalevrednosti(, mazemofunkcije ®p,, @h, Pq razviti u stepenredi ako sezadzimo naprvom clanu
mozemodapiSemo:

D, O, P & 1+ al (2.22)
Stonalon integracijedaje:

U(2

Uy

log(z/20) + o ? (2.23)

kP
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Dakle, u slucaju kadaje i stratifikacijastabilnaali bliska neutralnoj,premateoriji Moninai Obuhova,
profil vetraje logaritamsk linearan. Uspe&nostpredvidjanjgpromenevetrasavisinom,relacija(2.23),i
uopsteproverauspénostihipotezeMoninai Obuhova o postojanjyedneuniverzalneprostornaazmere
je uradjenaanalizomrezultatadobijenihiz CuvenogKanzaskg eksperimentaEksperimenje upravo i
bioizvedensaciljem dasedobijudetaljnijeinformacijeo profilimasrednjihveli¢inaodnosnoetrikalnim
fluksevimatih veliCinaunutampovrsinslog delaPGS-a Kanzage izabrankaodeoSjedinjenihAmerickih
DrZzava koji sekaraktersevelikim amplitudamaemperaturéako u toku danatako i u toku godine.Leti
imamo veomanestabilnustratifikaciju saizrazitim konvektivnim rezimom, dok je zimi prisutnajaka
inverzija odnosnoveomastabilnastratifikacija. Eksperimenge bio veomaskup jer su veomavelike
povrsinebile pokrivenemernimuredjajima,posto sezeleloda seSto bolje uote a zatimizratunajudo-
prinosiod horizontalneadwekcijelokalnim promenamaOvaj eksperimenje bio veliki dokazuspé&nosti
idejateorije Moninai Obuhove. Rezultatise mogu prikazatina dijagramukoji za oseima izraCunate
vrednostiuniverzalnihfunkcija (ordinata),dok je na apscisi¢, odnosvisine i duzine Monin-Oluhova.
Kako to izgledamozemovideti saslike (2.10). TaCke ozn&avaju izmerenevrednostii jasnosevidi da
suseonegrupisaletj. danisunasumicerasutenadijagramu. Punimlinijama su ozn&enekrive koje
aproksimirajuizmerenevrednostii deopo deoimaju sled€e analittke oblike za funkcije @, i ¢} za
nestabilnuwstratifikaciju,zakoliCinu kretanjai toplote

O = (1+157) 4 (2.24)
1
P =.74(1+97) 2 (2.25)
zastabilnustratifikaciju,zakoli€inu kretanjai toplote:
O =1+4.7C (2.26)
O = .74(1+4.77) (2.27)

Kako je vrednosiksponenataj slucajunestabilnestratifikacije,odredjengrocenomnslaganjanerenija
predl@enekrive, ulitreraturi, poredovih eksponenatkoji supredi@eniu raduPaulsong22) i Busingera
i dr. (7) sretu sei nekidrugi. Tako je Melor (14) predi@io dasezaslutaj nestabilnestratifikacijei kod
fluksamomentekoliCine kretanjai kod fluksatoploteuzimadaje vrednosieksponental/3 a koeficijenti
15i 9 zamenesall.5i 16.5respekiyno (videti dodatakB).



38

Empirijske teorije turb ulencije

by bu
¢H
Py
— ?-
1.2-1 : 7 A ]
1.0 / g
/- ‘ 1.2+ z‘.t
-
- - B
(/T_ ® _.’,',»'-“
0.4 0.8
0.2 5 0.6 5
L L 1 J 0‘4-
-010 005 O 005 0I0
¢ A 0.2 -
] 1 1 1
-0J10 -0.05 0O 0.05 0.0
3- 3—

Nestabilno Stabilno
1
_..:-—-.—’---—m
-25 -20 -5 -.0 -0.5 O 05 10 L5 20

L

Nestabilno

et ekt

f Stabilno

T T T i U
-25 -20 -1.5 -1.0 -05

T T
0O 05 1O 1.5

2.0

Slika 2.10: Osmotene bezdimenzionalnerednosti: gradijentavetra (levo) prikazang preko funkcije
@y i gradijentatempeature (desno)prikazang preko funkcije @y, iz Kanzaseksperimentdtackice).
Punelinije, unutaroblastisaizmeenimvrednostimasuiste dobijeneiz modelaMelora (14). Vaznoje
napomenutda je u prikazuovih rezultatal definisanosa supotnim znalom od onay u tekstu (prema

Busingeri dr. (7))
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Poredopstey slucajakadaimamoopisgradijenatali fluksevaveliCinakoje analiziramopreko funkcija
@, i ®p odnosna¥p, | W, mogLEe je dobiti za neke specijalnesiucajere eksplicitnerelacije u obliku
stepenihzakona. Da bi seto desilo morase suziti broj dimenziononezaisnih parametaral odnosu
naopsti slucaj zakoji vazi Monin-Oluhov analiza.U odnosunamogLte stratifikacijerazlikujemodva
ekstrema.Prvi je stratifikacijakod koje se uoavaju nadadijabatskgradijentitemperaturetzv. lokalna
slobodnakorvekcija. Drugi slucaj je kadaseformira jako stabilnastratifikacija.

2.4.1 Lokalna slobodnakonvekcija

Analizirajmo prvo slucaj kadaje ¢ >> 1. To Ce seispuniti, pri fiksiranoj vrednostiz-a, kadaje
vrednostL-a mala. Da bi seto dogodilo morada postoji intenzivan prenostoplote od podlogeu at-
mosferu(wBy jako veliko). To je karakterisitno zavedarletnji danu podnenim i ranim popodngnim
Caswimaa pri umereninvetrovima. Ovaj rezim nazvamolokalnaslobodnakorvekcija Korvekcijajer
setadaop&aju nadadijabatskjradijenti. Kako sepojava opaanajprepri vrhu povrSinslog sloja,dakle
lokalizovano, otud drugi deonazva. S obziromna lokalizovanostpojave, oko vrha povrsinslog sloja,
relativno dalelo od tla, mozdau; viSenije odredjujiti parametar?Dakle swve veliCine se predstaljaju
preko skupaz , Bg i wBy. Kao ilustraciju uspénostiizboraodredjujicin parametaranadjimoizrazeza
varijansevertikalnebrzinei potencijalngemperatureU sluajuvarijansevertikalnebrzinedimezionalna
homogenostiaje:

6 2| ~so
P,
4 r - 1r Tl
.- .
Ou/ug e ~ 06 /8 \'\'\-""\-\.
1f L 4t "
-0.02 01 L A -4 -0.02 01, -1 -4

Slika 2.11: Normalizwanavarijansavertikalnebrzine‘/u—rﬁ (a) i potencijalngtempeature \/@/@T (b).
Isprekidanalinija predstavljapredvidjanjena osnwu teorije o lokalnoj slobodnojkorvekciji a tatke
predstavljajuosmatanja.
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w2 = cong - 7 (g)"° (W8o) (2.28)
Paostosudimenzijew? oblika L2T 2, dimenzionzhomogenostlajea = b = ¢ = 2/3. Dakle:

— —\\2/3

w2 = cong - (zBg (WBo) ) (2.29)

Analogno,u sluajuvarijansepotencijalngemperaturesedobija:

(weo)2\
62 = cons - 0 2.30
( g ) (2.30)
Radiporedjenjasaopstim slut¢ajemnapBimodobijeneizrazetako dasepojavi duzinal:
w2 z\2/3
u_$ =cong - (E) (2.32)
62 z\-2/3
@—% =cong - (E) (2.32)

U neutralnonsléajufluksevi koligine kretanjasuisti zasve komponentew?/u2 = cons. | Wv/u? =
cong. jer je brzinatrenjajedinaraspol@iva velicina sarazmerombrzine. U slucaju lokalne slobodne
korvekcije dobijenoje da varijansavertikalnebrzine rastesavisinom. Ovo povetanjebrzine porasta
savisinom, u poredjenjusaneutralnimslucajem,je posledicaporastaintenzitetamesanjasaporastom
visine. Uporedimosadaf? sarezultatomu neutralnomsluéaju. Onase smanjujesavisinom, u odnosu
naneutralarslucaj, 5to je opetposledicaveomaintenzivnog mesanjakoje pokusava da smanjinadadi-
jabatskitemperaturngradijent,prisutanu slucaju lokalne slobodnekornvekcije. Dali suovakvi rezul-
tati isprasni? Proveraje jedino mogita preko poredjenjasamerenjima. Zaistanaslici (2.11),koja je
deorezultataiz Kanzaseksperimentayidimo prvo dasaporastonodnosaz/L slaganjepredvidjanjana
osnwu lokalne slobodnekonvekcije i eksperimentgostajesve bolje u smisluda se merenevrednosti
grupBuoko prave linije. Drugo,grupisanjeoko prave linije, akadaseimalogaritamskaodelanaapscisi
ukazujena stepenizakon, pri Cemunagibte linije odredjujevrednoststepena.Napominjemoda je na

slici prikazanodnosv W/uT Ciji nagibiznosioko -1/3 5tozakvadratodnosadaje-2/3 kako smoi dobili.
Analognou sluCaju varijansepotencijalneemperaturecitavamodaje iznosnagibaoko -1/3. Dakle,u
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obasluCajapredvidjanjai merenjaserelativno dobroslazu. No, trebanapomenutda nisu sva predvid-
janjaovako usp&na.Tako naprimer ®, = kz30©/0z, premaizboru odredjujicih parametaraalokalnu
slobodnukorvekciju, trebada se menjakao (z/L)~Y/2 dok merenjaukazujuna stepen(z/L)~%/2. Na
kraju napomenimalaseu novije vremeswe veCi znaaj pridajecinjenici daseturbulentnokretanjecaki
u najnzim slojevima atmosfereblizu tla, karakterse postojanjenmalih (lokalnih) strujicacaki pri pot-
punomodsustvusmicanjasrednjestruje. Daklei u tom sluCaju polje turbulencijenije potpunohaotno
Stoje bila slika nakoju se” naslanja’Monin-Oluhov teorija. To ima zaposledicudai u slucaju” Ciste”
korvekcije imamointenziniji vertikalni prenoskoli¢ine kretanja.Narasno i samifluksevi toplote,pai

svih drugih pasvnih veliCina,suveti nego pri potpunohaottnomkretanju.

2.4.2 Veomastabilna atmosfera

Kao "suprotnu”krajnostimamoslutaj |{| << 1 uzL < 0. Ako je L negativno to zn&i daje fluks
toploteusmererod atmosfereka podlozi. To dalje zn&i da dolazido hladjenjanajnizih slojeva atmos-
fere. Na taj natin moze da se formira, lokalno, veomastabilnastratifikacijapa se ovaj slu¢aj nazva
sluCaj jake stabilnosti. Kako seovo deSava u blizini tla na prvi pogledse moze oCekivati davisina, z,
pripadaskupuodredijujitih parametaralNo ako je stabilnostmerenapreko gradijentapotencijalngem-
peraturedovoljno velika tadarad na savladjivanju sile potiskapredstalja dovoljno jak "otpor” formi-
ranju najvecih mogieih turbulentnih elemenatapnih koji bi se prostirali do samogtla. Podsetimase
da se u uobitajenimsituacijamapo pravilu turbulentni elementiprostiru od uotenevisine do samog
tla. Drug&ije reCenou sluCaju jako stabilnestratifikacijedolazi do efektivne izolacije podloge. Tako
preostajul;, Bg i W8y kao mogiei odredjujici parametri. Sadakadasmo formirali skup odredjujigih
veliCina (parametarajlimenzionomanalizomsedobija, naprimerza profil brzinesrednjg vetra:

ou Up
— = $— 2.33
3 con 3 ( )
ili
KzoU Ur
0oz o= con$r (2.34)

Iz Kanzaseksperimentanoze dasezakljuti dase®, pon&akao:

O 14 E2 (2.35)

anajboljeslaganjesedobijazac=4.7.
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2.5 Ricardsonor bro;.

Kadaje razmatrarproblemnastankaurbulencijeuvedenje Rejnoldse brojkaoparametatija vred-
nostpokazujenarezim tokafluida. Medjuitim, on ne uzimau obzir kako stratifikacijautice na nasta-
janje/nestajanjeurbulencije. Zatoseu sluCajustratifikovanihfluidauvodi jo§jedanbrojtzv. Ricardsong
broj, Ri, saidejom da sei na osnwu njegove vrednoti moze nesto reci o prirodi toka fluida (lami-
narano/turblenno). Postojiviseoblika ovog broja. Osnarni je onajkoji proisticeiz jedn&ine zaturbu-

lentnukineticku enegiju, kaokolitnik produkcijetk e zbogradasile potiskai produkcijezbogsmicanja
osha/ne struje:

Produkcija TKE zbog smicanja (SP)

SP=-3 BP ? SP=3BP
SP=-BP

S Forsirana
konvekcija

N 3 SP=-BP

Nema turbulencife!>, eSS
=S N
oS Slobodna konvekcija

" T Y Ny,

Produkcija TKE zbog rada sile potiska (BP)

Slika 2.12: Shematskprikaz magucih rezimapreko odnosaprodukcijeradasile potiska(BP) i produk-
cije smicanja(SP),od slucaja kadane maze da nastaneturbulencija zbay velike stabilnostido slucaja
slobodnekorvekcije (premaStulu(24)).

Rip = — Lo (2.36)
—UiT;j 0_x,|
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ili uuobitajenomsluajuhorizontalnenomogenostipri kojoj dominirajuvertikalnifluksevi,

—__659""6_ - (2.37)
WS, — VW

Rif =

Kako je definisanprelo flukseva kolicine kretanjai potencijalnetemperaturevaj seoblik zove fluksni
Ricardsonw broj, Ris. Ako seflukseri napsu preko gradijenatasrednjihveliina:

00

wl = —KhE (2.38)
i
o oU
U= _KmE (2.39)
odnosno
o ov
Wwv = Km& (2.40)
mozemodefinisatigradijentniRicardsonw broj, Rig
_ 99 —Bg%@
Rig = Pakn 2, =Pr P9z (2.41)

2 2 t 2 2
ol () (3)] () (3)]
gde je odnosPy = Kn/Km tzv. Prantlo turbulentni broj, analognoobi¢nom Prantlovom broju kao
kolicniku viskoznih koeficijenataprenosaoplotei koli¢ine kretanjaPr = a/v. Osnani razloguvod-
jenja Rig je nemog@nost definisanjaRis ako veC ne postoji turbulencija. Definicija (2.41) naprotv
omogteuje odredjvanjeRig i kod laminarnogkretanja.Poznaanjenjegove vrednostii zalaminarnitok
je od zn&aja, jer kako éemopokazati,preko njega je mogLEe dijagnosticiratidali postoji moglEnost
prelaskdz laminarnogu turbulentnokretanje tj. onje parametakoji karakterisSestabilnost/nestalibst
posmatranogpka. Pretpostaimo zatrenutakdanemadisipacijei daje jediniizvor turbulencijesmicanje
osna/nestrujeadaje radsile potiskanegativan, tj. daje stratifikacijastabilna.Tadajedn&inazatke, u
prvoj aproksimacijii nakon zanemasianjadisipacije,postaje:
o BPROD

] = SPROD|[1—Ri] (2.42)
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Relacija(2.42)pokazujedaje potrebaruslor dabi seturbulencijaodrzavalaili raslaRi < 1. Naosnou
merenjakaoi numertkih simulacija,koja obaukljucujui disipaciju,dolazisedo procenalaje potreban
uslov zanastajanjaurbulencijetzv. kriticanRi broj, Ri, 0.19— 0.21.

Naslici (2.12)datje shematskprikaz mogLtih rezimapremaodnosuradasile potiskai produkcije
zbogsmicanjaMogucevrednostisuuslorno podeljenau petrezima(ops@a). Podelge nararnodonekle
proizwljna ali uobitajenau meteorologijigdesesmatradapostojeznatnijerazlike kadaje odnosnekih
veliCinabar3.

e Rezim | nematurbulencijejer je produkcijazbogradasile potiskaveta od produkcijezbog smi-
canja,|BPROD| > SPROD, ali nggativna.

e ReZim I, kadaje [BPROD| negativnaali je manjaod SPROD, i tadaimamoturbulencijuu stabilno
stratifikovanomfluidu.

e Rezim |11, kadaje SPROD izmedju-3BPROD i 3BPROD. To je rezim forsiranekorvekcije i
imamoturbulenciju.

e Rezim |V je sluCaj kadaje i SPROD i BPROD pozitivno i imamoturbulenciju.

e RezimV, kadaje BPROD vete od 3 SPROD imamorezim slobodnekonvekcije sanajintenzini-
jom turbulencijom.

Kako rezim toka zavisi od vrednostiparametraRi dat je naslici (2.13). Nara/no, uvodjenje Ri-a ne
iskljuCujevaznostranijeuvedenogrea. Tako donjashemanaistoj slici, prikazujekombinovani Ri— Re
dijagramsakogaje mogitevideti koji odrezima(turbulencijaili laminarnitok) postojekaoi moglenost
prelaskaiz jednogu drugi. Na kraju napomenimada je Re za atmosferutako veliki da deo prostora
cwkojidamuodgorarazauzmeceo,krajnjedesnideodonjesheme.To je upravo i razlogstoseponekad
i zanemarefektiviskoznosti(mehantkog trenja)dok suod primarnogznaajastabilnosi/ili postojanje
zonavelikog smicanja.

2.6 lzmeSanisloj

Do sadasmoseuglavnombavili povrSinskimslojem.Poredmetodol&kih razlogapostojei prakticni
razlozizato jer vetina merenjase vrsi unutarpovrSinslog slojatako da seraspolde saveomamalo
eksperimentalnilpodatakao karakteristikamaurbulentnihkretanjaiznadpovrsinslog sloja. S obzirom
nanjegove dimenzije(35-80% PGS-a)risutnijesuuredjenestrukturevetin razmerabd onihu povrSinslom
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Slika 2.13: Moguei rezimi toka fluida u zavisnostiod Ri broja (gornja shema)odnosnokombing/an
uticaj Ri i Rebrojeva (donjashema)(premaStulu(24)).

sloju, kaoStosutermali,vrtlozi u obliku horizontalnihrolni i korvektivne €elije mezorazmeraNaslici
(2.14) je prikazanvertikalni presekkroz idealizazan termal, dok naslici (2.15)imamo predstaljanje
struktureizmesanogslojaprelo lidarskog 2 odrazanaosnwu rasejanjana prisutnimaerosolima.Jasno
se prepoznajumestauzlaznestruje koje dostzu do vrha PGS-aodnosnodo zoneinverzije. Termali
predstaljaju dominantanrmehanizamprengenjatoplote pri slabomvetru. Ako je prisutanznaajniji
horizontalanvetartadase genersu horizontalnerolne €ija je idealizovanastrukturaprikazanana slici
(2.16). Dali senesto slicno Monin-Oluhov teoriji moze formulisatii zaizmesanisloj ? Dakle,dali
je mogite nati nekaka& analogondwzini Monin-Ohuhova koji ¢e omogL£iti jedinstveno predstaljanje
raznihprofilaiznadpovrSinslog sloja? Jedaruspé&anprimertakvog jedinstvenogpredstaljanja profila
je datnaslici (2.17). Natoj slici, u levom delu, prikazanisu profili flukseva toplote (w_e) unutarplan-

3Lidar je radarkoji emitujelaserskisnop
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Slika 2.14: Vertikalni presekkroz PGSvisineZ koji prikazujeidealizoranetermalevisinez, (prema
Stulu(24)).

etarnoggrantnogsloja. Ako sesadaflukseri toplote podelesa (m)0 avisine savisinom planetarnog
grantnogslojau tom trenutku,koja je ovde obelgenasaz, i te bezdimenzion&ombinacijenacrtaju
dobijamosjajnoslaganjeu smisludaseswe krive, profili temperaturearazlicite trenutlei, grupsu oko
jedne.Medjutia,movo je mnogoslabiji rezultatod sluaacjakod povrSinslog slojai L-akaoodredjujiceg
dwinskog razmerger visinainverzije z, tj. visinavrhaplanetarnogyrantnogslojraeje jednaod nepoz-
natih u problemu. Tako na neki natin imamo situaciju "k okoskaili jaje”. Fluksesi sigurnoutiCu na
visinu PGS-aali njihove vrednostisuodredjendrenutnonvredndtu visine PGS-a.

Sw dosadanjeizlaganjeu vezi sanestabilnonstratifikacijommogLte je sintettki prikazatikaona
slici (2.18)gdeje u levom delu (a) apscisaz/L dok je u desnondeluslike (b) apscisaz /L. Obeosesu
u logaritamskj razmeri.Kod stabilnihstratifikacijapokazalosedaako seu izme&anomsloju umestoL
uvede’lokalna” M-O razmeral, kojaimaisti oblik kaoi L stim Stofluksesi momentd toploteuzimaju
lokalnevrednosti.Drugim re€ima,alokalna,L; semenjavisnomz Dakle

=g

Sigurnoje jedanod razlogazavisnostilokalneMonin-Oluhor duzine od z-a Cinjenicadaje kod stabilne
stratifikacijerezim je odredjenlokalng onoliko koliko ima raspol@ive tke da se vrsi rad protiv sile

L f(2) (2.43)
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Slika 2.15:1zgledlidarske slike korvektivnihtermika,gdeserefleksijavrsi na aersolimakoji su”poku-
plieni” pri tlu, (premaHuperu(6) ).

potiska.Analognoprethodnoglici zanestabilngezime, stabilnirezimi semogushematskprikazatikao
naslici (2.19)
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Slika 2.16: Tipicanizgledrolni u PGS-u, (premaStulu(24) ).
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Slika 2.17: Profili fluksatoplote premarezultatimaWangaml eksperimentgrikazani: a) dimenziono
(w8), premaz (km)i b) bezdimenzionw/8/w8, premaz/z , (premaStulu(24)).
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Slika 2.18: ShematskprikazrazliCitih rezimakoji semagu srestiu PGS-u.UoCiti daseapsciseaazlikuju

nalevomi desnonpanelu,(premaStulu(24)).
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Slika 2.19:Kao na prethodnojslici ali zastabilanslucaj, (premaStulu(24)).
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Statisti Cke teorije turb ulencije

3.1 Korelacionefunkcije, integralni i mikr orazmer

Korelacionimetododnosndkorelacionefunkcije su jedanod osna/nih natina opisivanjaslucajnih
promenljvih, a zato je turbulencija primer par excalance. Nije ni cudodaje N.A. Kolmogorw, koji
je daoaksiomatsk osnae racunaverovatne , i u statisttkoj teoriji turbulencije daofundamentalne
priloge. Korelacionefunkcije se mogu definisatikako za skalaretako i za vektore odnosnotenzore.
Tako imamo korelacionefunkcije za: brzinu, temperaturugustinu,pritisak,...,i to ako je promenljva
prostorn&oordinatadefinsemoprostornukorelacionuunkciju, aako je promenljvavreme definemo
vremenskikorelaciondunkcijuili auto-lorelacionufunkciju. Kadaseuzimau obzirtrodimenzionalnost
prostoramogtte je uopstiti korelacionufunkciju u korelacionitenzor U ovom odeljku mi cemose
koncentrisatina polja homogend izotropneturbulencije kao najprostijemogLee sluCajeve. Tadase
promeneswodenapromene, = Ax u hekom pravcu uslosno obel&genomsax.

Primer 1. Prostornakorelaciongunkcijax komponentérzine:

_ U(xo+&)u(xo)

T (3.1)
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Primer 2. Vremensk&orelaciongunkcijax komponentdrzine:

Re(1) = W (3.2)

IndeksE ozn&ava daje u pitanju Ojlerovska (Euler) korelacionafunkcija kod koje se merenjabrzine
vrSeu fiksiranimtaCkamaau razli€itim vremenskintrenucima =tgit =t +T1. éeéf:eseposmatreLa-
grarzovska(Lagrangeyremensk&orelaciongunkcijagdeseansambbelicapratiu prostorui koreliSu
sebrzinesakrajevavremenshkgintenalat =t —tp .

R.(T) = % (3.3)

U prethodnimizrazimase pojavljuju veliCine X kaoi to ali to je samoradi jasnijeg opisaodnosno
ukazivanjaizmedjukojih tataka,u sluCaju prostornekorelacionefunkcije, i kojih trenutaka,u slucaju
vremensk korelacije,seracunajukorelacije. Njihovo odsuste nalevim stranamgasnoukazujedase
radio izotropnimodnosnchomogeninpoljima. Tipi€ni oblici korelacionihfunkcija sudatinaslici (3.1)

R()
1.

R @)
R, ()

NS 3

Slika 3.1: Primeri tipicnih korelacionihfunkcijakada: monotonmpadaR; (§),i kadatezi nuli uzimaj\£i
i negativnevrednostiR,(&)
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Osnawrni parametrikorelacionihfunkcija suintegralniili makrorazmer mikrorazmer Integralniili
makrorazmesedefinSekao

oo

A:/ma& (3.4)

0

Premadefiniciji integralnograzmerasledidaon predstalja povrSinuispodkorelacionekrive. Analogno
sedefinei vremenskintegralnirazmer

T:/mnm (3.5)

0

Iz oblika korelacionihfunkcija vidi sepostepenprestanaluredjenostinelogapolja: kolicine kretanja,
pritiska, temperature..U dosadanjemtekstunekoliko putaje bila spominjanaempirijskacinjenicao
postojanjuvrtloga razli€itih vremenskihi prostornihrazmera. Njihovo postojanjeje implicitno pret-
postaljeno vet kod ideje o rastaljanju trenutnihvrednostina srednjuvrednosti odstupanje.Njihovo
postojanjeje Caki vizuelnomogLEe pokazatiukoliko seu fluid ubacifluorescentndojai oswetli seiz
pogodnogugla. Tadasejasnovidi postojanjevrtioga odnosnomikro strujica, razlicitih veliCinakaoi
njihovo nastajanje nestajanjeTakodje semoze ucCiti velikaraznolikostu pogleduvelicinetih vrtloga.
Najveti vrtlozi suredaveliCine samoggraninog sloja dok su najmaniji za vise redova veliCine maniji
od najwetih. Kadabi seturbulentnopolje sastojalosamood najmanjihvrtloga situacijabi bila slicna
onoj kod kineticke teorije gaswa uz modifikaciju duzine "slobodnogputa”. Kadabi bili prisutnisamo
najveti vrtlozi opetbi situacijabila mnogojasnijajer, baru principu,kadabismose”spustili” nanjihove
razmereli nestoispodnjih imali bi poslasauredjenimstrukturamagdodise koje nastajuili nestajuali
nato smovet navikli u meteorologiji,recimonastajanjé nestajanjeciklonaili anticiklonai sl. Upravo
osnwni razlogzateSkote kod razumeanjai matemaitkog opisivanjaturbulentnihpolja je teSkoca da
sepredstai postojanjevrtiogaveomarazlicitin razmera njihova neprestaniterakcija.

No, vratimo sekorelacionimfunkcijama.lz oblika korelaciongunkcije mozemodadobijemosliku,
opis prostorneili vremensk struktureturbulentnogpolja. Tako, ako korelacionafunkcija brzo opada
od potetnevrednosti,koja je po definiciji R(0) = 1, to zn&i i daje u prostornomdomenu(ako je rec
o0 prostornojkorelacionojfunkciji) prisutan,statisttki receno,prilicanbroj vrtloga razmerana kojima
se uotava nagli pad vrednostikorelacionefunkcije. Ako je, naprotv, korelacionafunkcija "ravnija”,
sporijeopda,to zn&i da su vrtlozi vecih razmera,u poredjenjusa prethodnimslucajem, "prisutniji”.
Napomenimalasasvimmali vrtlozi nemajuuticajanaporast/smanjenjeaottnostikod vetih razmera.
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Oni samohomogenizujyoolja na manjim razmerama.Poslediceovoga ce kasnijebiti detaljnije anal-
izirane. Pokiwsajmosadadarazmotrimoslutaj laminarnogkretanjaviskoznogfluida saovog stanwista.
Uoctimo nekideli€ fluidai u misaonomeksperimentyratimogaduz njegove trajektorije. Tako recimou
slucajutokapreko ravne ploe onaje prilicno pravolinijska. Ako sadaizratunamovrednostkorelacione
funkcije zataj deli€, videtemodaje onaparkticno stalnojednakajedan. Razlogtomeje 5to ono koje
mi zavemodelic ima prostornerazmerekoje sumnogoredova veli¢ina vete od molekulakoji bi jedini,
saswjim haottnim kretanjima,mogli da smanjevrednostkoeficijentakorelacije. Medjutiim, turbu-
lentnokretanjese odlikuje postojanjemvrtlogaraznihveliCina koji nastajui nestaju.Kakav je ukupan
efekatvrtlogarazliCitin veliCina nije lako odmahrazumeti. Zato, uprostimosliku tako Sto cemoanal-
izirati pojave u sudupravilnog geometrijskg oblika (recimoparalelopipeda3akonvekcijom kod koga
seturbulencijastvarazagreanjemdna. Kadase dno zagrera, uopste govoreti, topliji fluid isplivava a
hladniji sespusta. Kako izgledageometrijatog isplivavanjai spustanjazavisi od razlike temperatur@na
i temperaturdluidakaoi od koeficijentaviskoznostifluida. Prva istrazivanjaBarnara u laboratorijisu
dalaslike heksagonalniltelija kasnijenaz\anih Barnarovih €elija. Teorijsko objasnjenjeje daolord
Rejli koji je objasnioformiranjecelija kao uticaj uticaj viskoznostii vertikalnoggradijentatemperature.
Medjutim, u slu¢ajumaleviskoznostisituacijaje drug&ija. Situacijapostajekomplikovanijau pogledu
mogLEih geometrijakretanja.Pri veomamalim vrednostimaazlike temperaturakaoprvi uredjenoblik,
javlja secirkulacijasajednomcelijom. Pri daljempovetanjurazlike temperaturgavljaju sedve celije.
Pri daljem povetanju duz osacelija pojavljuje setalasanje. Ako se ovo opiSe pojmovima Furijeove
analizeprvi slucajima samojedanharmoniksajasnoizrazenomamplitudom,dok levo i desnood toga
imamo3um. U drugomslucaju imamo dva harmonikapri ¢emuje talasnaduzina drugogharmonika
dva putakraca od prve. Trecaslika bi imala Cetiri harmonikacCije su talasneduzine dva putavete od
odgovarajLtih harmonikaiz drugogslucaja.

Sistemjedn&inakoje opisujukorvekciju sesvodi nasistemodtri zavisnepromenljive Cija seevolu-
cija moze predstaiti u faznomprostorutako Sto eliminiSemovremekaonezaisnu promenljivu. Svaka
odpromenljvih zavisi od vremendaoparametrgu matematicsegovori o parametaraskijedna&inama
krivih u prostoru).Tako, u paetnomtrenutkusvakaodtri velicCineimanekuvrednosi taj skupodredjuje
tatku u faznomprostoru. Kako vremeprolazitako sei tatka, koja reprezentujestanjeu tom trenutku
"pomera” jer sevrednostitri promenljive menjaju. Kriva u prostoru koja spajasve ove tacke je trajek-
torija. Ako je trajektorijakrug tadaje procesperiodtan, karakterse sejednomfrekvencom,i to je nas
prvi slucaj. * Drugi slucaj, sadva harmonikau faznomprostoru je predstaljen sadve skoro zatworene
krive (nalik nadva krugauzajamnamalo pomerenih}ako daseistorija ponalja nakon prolaskaprelo,
uslosno govoreti, obekrive. U poslednjenopisanonslucajuimamoslozenijuputanjuod” Cetiri " krive
koje opetformiraju jednu zatwrenukrivu. Svaki od ovih procesge periodtan, narayno sarazlicitim
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periodima. Ovo swe jo5 nikakwe vezenemasa turbulencijom, vet su to jednaza drugombifurkacije
(udwostritavanje postoj&ih frekvenci. Pri daljem,ali jos uvek veomamalompaovetanjutemperaturne
razlike neSto se neobEno deSava. Ako pratimo trajektoriju po kojoj se sistemkrete uocavamo da se
onanikadane zatwara. Izraz uocCavamotrebaveomauslo/no shvataiti jer je putanjau tom slucaju tako
jako komplikovanadasutrebalegodineanaliziranjadabi seonashwatila. No jednastvar je neosporna,
putanjasenigde ne zatvara, dakle procesje neperiodtan Stasedesava u trodimezionalnonprostoru
dok seispisujetrajektorijau faznomprostoru?Nekasistemstartujesauzlaznomstrujomu sredinisuda
sadve silazneu blizini zidova. No ova slika te da se menja(inate bi tatka u faznomprostorustala)
i uskoro moze da sepojavi uzlaznastrujadw obazida a silaznaoko sredine. Sve medjuvarijantesu
mogLEei pojavice se. Medjutim, napitanjedali nakon jednograsporedaizlaznihi silaznihstrujasledi
neki drugi nemaodgovora. Sistemspontangprelaziiz jednogstanjau drugo. Pitanjeje dali seposle
makari veomadugogvremenapojavi istaslika? Jerako seto desiistorija nakon tog momentasemora
ponoriti i time je sistemzavrSio oshavni ciklus i dalje sledi ponavljanje, ma koliko slozenogoblika
putanjabila. Odgovor naovo pitanjeje vet datsaoblikom trajektorijeu faznomprostoru.Dakle, nikada
senete zavrsiti ciklusi sistemsenikadanete ponoriti, ato zn&i daje sistemneprognozly. To veC
lici naturbulencijujer smodobili elemenahaotnosti. No, jos uvek ne govorimo o punojturbulenciji.
Potrebnge dodatngpavetanjegradijentatemperatur@abi sepojavila punaturbulencijasanastajanjem
i nestajanjenturbulentnih elemenata to svih mogitih veliCina. Upravo je to nedostajai elementu
prethodnoprici o konvekciji u zatvorenomsudu.

Ako sadaratunamokorelacionufunkciju za nas problemkorvekcije mozemoocekiati u pocetku,
pri postojanjudve struje,dace korelacionaunkcija biti bliskajedinici do razmergpolovine suda.Tako,
dok smounutarkoherentnestrukturejednogod vrtlogakorelaciongunkcija cestalnobiti bliskajedinici.
Na vetim razmeramazboguticajadrugogvrtloga, vrednostkorelacionefunkcije ¢e se naglosmanijiti.
Kadazbog poveCavanjarazlike temperaturdluida i dnasudaslika postanesloZenija, jer se pojavljuju
dodatnivrtlozi manjih razmera,korelacionafunkcija brze opadaod vrednostibliske jedinici. Nagib
krive Ce biti veCi kako se genersu sve manji i manji vrtlozi. Pri "punoj” turbulenciji imamo veliki
rasponu razmeramartlogakaoi razliCit broj vrtloganarazlicitim razmeramal konano postojistalna
interakcija(sudaranjepostoj&ih vrtloga.

Poredove misaoneanalizekorvektivnog meSanjafizicki smisadntegralnograzmerasemozdamoze
bolje razumetii na sled€i nain. Pretposteimo da uporedosa realnim turbulentnim poljem imamo
takwo slutajno polje kod kog je korelacionakriva jednakal do vrednostiA a iza togajednakanuli.
Owvo je prikazanonaslici (3.2), stim Stoje uporedoprikazana korelacionakriva realnogturbulentnog
polja. Dakle,imamomaksimalnuuredjenostdeterminisanostjlo razmeral, a tadanastupapotpuna
neuredjenost korelacionakriva padananulu. 1z poredjenjastvarnei idealizoranekorelacionefunkcije
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R()
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Slika 3.2: Uz definicijuintegralnog razmea

mozemozakljwiti daintegralni razmerdajerazmerturbulentnihelemenat&oje bi imalo polje u kome
imamo turbulentnokretanje,a koje se sastojiod skoro jednakihturbulentnih elemenataedaveliCine
integralnograzmera.

Poredintegralnograzmerasled&im postuplom definSe se drugi prostornirazmerkoji karakterse
polje turbulencijetzv. mikrorazmer Za homogenuurbulenciju korelacionafunkcija je parnafunkcija
(zasto ?). Zato mozemokorelacionufunkciju, u okolini koordinatnogpoCetka, da aproksimiramaosa
kvadratnomfunkcijom f (1)

R(T) = f(1) = 1+ar? (3.6)

gdeprametara defingekrivinu korelacionegfunkcije u T = 0. UobiCajenoje daserelacija(3.6) piSei u
obliku:

f (1) =1471%/A\° (3.7)
gde A predstalja presekparabolei T ose. Veli€ina A se nazva vremenskimikrorazmerturbulencije.

PotpuncanalognosedefinSe prostornimikrorazmerturbulencije. Koji je njegov fizicki smisao? Dabi
odgovorili naovo pitanjeizvestemoizraz zasrednjigradijentbrzinezahomogenu izotropnuturbulen-
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ciju. U tomslu€ajuizraz(3.1) postaje:

RE) = —— (3.8)

Ako sadau(§) razvijemou redoko tatke § = 0 dobijamo:

ou] 1[o%u] ,
U(E) = u(0) + [&]0+5 [W]OE i (3.9)
pabrojilacu izrazu(3.8) postaje
ou 1, [d%u
u(0)2 +£- [&]ou(oﬂ_éz . [W]OU(OH_M (3.10)
Zbogpretpostake o izotropnosti homogenostvazi:
ou 10 10
|35 40 = 5 12000y = 5 5 PO, =0 (3.11)
Dakle
1 1,[0 17
R(€) = MOE lu(O)z— 5% [&U(O)] + (3.12)

Kako je sadrugestrane premadefiniciji mikrorazmerakoeficijentuz &2, u razwju R(€), jednak1/A?
sledi:

i: 1_[£u(o)r (3.13)

(3.14)
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pasekona&nozasrednjigradijentbrzinedobija:

W _ y2:uor (3.15)

0 A

Iz overelacijeproizilazidasrednjigradijentbrzineimazakarakteristtni prostornirazmernprazo mikro-
razmerA.

Poredrelacije(3.15)mikrorazmei setakodjejavlja uizrazuza srednjudisipaciju.Dabi to pokazali
uoCimo deli¢ fluidamasedm. Radu jedinici viemengkoji okolina vrSi naddelicemdatje izrazom:

dw 0 0 0
6mE = 3 (Tux - Ux) OX- Oy - &z + E» (Tyzly) OXOYOZ+ ... = o (T - Uy) &V (3.16)
ili
dw 0
E_GR(TH.UO&/ (3-17)
gdeje
1 dv
0=C=an (3.18)

Kako je promenékineticke i potencijalnesnegije jednakaradunapongoo jedinici povrSinedobijase:

= OUj—
dt dt OXy

(3.19)

Ukupnaenegija delica, zbir kinetiCke, potencijalne unutra&nje, E = Ekin + Epa + U, premaprvom
principutermodinamik, moze dasepromeniako sevrsirad,dW, ili sedovodi/odwodi toplota,dQ:

dE  dQ dw
Iz prethodnihrelacijapromenaunutr&njeenegije, zbogviskoznedisipacije je:
d—U = 0T % (3.22)

dt 0Xy
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Kako tenzornaponakod viskoznogfluida,imakomponenete:

2 ou Jdu ov
tom—p- S adt (%) (3.22)
Ty = (3.23)
TXZ: (324)
TZZ: (325)
Toy= (3.26)
toje
w_,
a oK

ou\ 2 v 2 ow\ 2 ou  ov\? ou  ow)? o ow\?
[2<&) +2<®> +2(E) +2<E/+a_x) +2<a_z+&> +2(a—z+a—y> (3.27)
U slucajuhomogene izotropneturbulencije,izraz zasrednjudisipacijuje:

D=

du
e (3.28)

koji zbogrelacija:

ou\ 2 ov\ 2 ow\ 2
5) =(5) = (%) 829
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OG- GG e

du ov Ju ow owav\

(a—ya—x) - (a—a—) - (a—ya—z) (53D
59U g () (), (uav (3.32)
Codt ox ay Ay 0x '

Ovaj izrazsemozei dalje uprostitijer du/ox ; dv/dy i du/dydv/ox takodje nisumedjusobnmezaisni.
Izvodjenjete vezeje dostakomplikovanoi ovde Ce seprikazatisamokonani rezultatza disipacijukoji

glasi:
_ du ou\ 2

Kadasejo$ uzmeu obziri definicijamikrorazmerakonano sedobija:

postaje

— du u(0)2

D=—=15

dt A2

Ovaj rezultatnam omogLEuje procenuvremena’gaSenja” turbulencije. Neka se u nekom trenutku
prekinetransfeikineticke enepgije iz srednjg toka. Disipacijaondamenja("trosi” ) turbulentnukineticku

enegiju brzinom:

(3.34)

2 2
1(9)- s

Relacija(3.35)pokazujedaje viemenskrazmerdisipacije(vremeu kom g? opadnezafaktore), Tdisp =
A\?/7.5v. Ponekadseiz ove relacijeizvodi zakljutak dasedisipacijai dogadjana prostornonrazmeru
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redaA. Ovo je pogréanzakljucak jer relacija(3.35) daje brzinu disipacijetj. njom se odredjujevre-

menskirazmerpromeneturbulentnekinetiCke enegije. Kasnijecemopokazatina kom se prostornom
razmeruzaistadogadjadisipacijai koja je vezaizmedjurazmeradisipacijei mikrorazmera.Kao ilus-

tracijapostupkakojim sepovezujudu/ox ; ov/dy i du/dxov/dy poslzice sled€i problem.

Problem lzvestivezuizmedju

u\? (\? | audv
ox /) "\ ay ayox )’
Podjimood jedn&ine kontinuitetazanestsljiv fluid:

ou ov aw_o

X + 3y + i (3.36)
Ako je kvadriramoi osrednjimodobijamo:
ou\? v\ 2 ow 2 ou ov ou ow ovow
(5) +(5) +(%) ~2(55) +2(a%) 2(55) -0 @
Opetzaizotropnuturhbulencijuprvatri ¢lanakaoi drugatri ¢lanasumedjusobngednakastodaje:
ou 2 ou ov
(a_) _ _z(m_y) (3.38)
Nakraju napsimojedna&inu (3.38)u simetrtnoj formi:
B3) .
akicd =3 (3.39)

3.2 Tenzorkorelacije

Tenzorkorelacijeje uopstenjepojmakorelaciongunkcije, a koji sedefininasled&i nein:

Rij=uj(x)-uj(x+r) (3.40)



Tenzor korelacije 63

u(x+r)

X+r r

u( x)

Slika 3.3: Uz definicijutenzon korelacije

ili krace
Rj=UT; (341)
Komponentebrzine su predstaljene naslici (3.3) ; u; je i-ta komponentabrzine u tacki x, a uj j-
ta komponentabrzine u tacki x+r. Mi €emose u daljemizlaganjuograntiti na slutaj homogend

izotropneturbulencije. U okviru tenzorsk analizedokazujesedasesvaki izotropni tenzordrugogreda
moze predstaiti u obliku:

Rij(r) = A(r)-rirj +B(r) - & (3.42)

gdesuA(r) i B(r) skalarn€unkcije rastojanjar. Drugim reCimapoznaanjetenzorakorelacije,velicine
sa9 odnosno6 komponenti,se u izotropnomslucaju swodi na poznaanje dve skalarnefunkcije. U
mikrometeorologijije uobicajenodaseR;j(r) piseu neStodrugaijem obliku:

Rij(r) = u?(0) [M rir +9(r) -6”} (3.43)

jer sefunkcijamaf (r) i g(r) mogudatijednostanafiziCkatumaenja.Tako sezai=j=1ir = (§,0,0)
dobija:

f(&) —9(€)

Ru1(&) = 12(0) { 22

EE+9(8)- 1] =w2(0) (&) (3.44)
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v(0)
AX Y AX
| |
u(o) ugx ) +

V(AX )
Slika 3.4: Raspoedbrzinakod definicijafunkcija f (r) i g(r).

Dakle

_ Ru(§)
u?(0)

f(€) (3.45)

predstalja korelacijukomponentérzineu pravcu x-oseizmedjudve taCke koje takodjeleze nax-osina
medjusobnonrastojanjux. Narasno, pcSto je u pitanjuizotropnaturbulencijaovo vazi i za drugadva

pravca. Fizicki smisadunkcije g(r) dobicemoako uzmemad = j =2 aopetr = (&,0,0). Tadasedobije:
Rx2(8)

&) = . 3.46

9(8) 20 (3.46)

Tako g(§) predstalja korelacijukomponentédrzineu prazcu normalnxiomwnax-osu,izmedjudve tatke
koje leze nax-osi namedjusobnommastojanju§. Rasporedelicinakoje definSufunkcije f(r) i g(r) je
dat na slici (3.4). Uobitajenoje da se f(r) nazva longitudinalnakomponentaa g(r) transerzalna
komponentdenzorakorelacije,premanjinovom polazaju u odnosunapravac koji spajatacke u kojima
seratunakorelacija.

3.3 Elementi spektralne analize

Cestosepostﬁe bolje razumeanjeprocesali pojava ukoliko seizvr3itzv. spektralnaanaliza.Spek-
tralnaanalizaje postupakodredijvanjaskupaFurijeovih koeficijenata.Tu postojedva osnana slucaja.
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Ako seanalizirakong&an skupvrednostiili ako funkcija (veli¢ina) uzimavrednostisakonanoginter
vala. Ako je u pitanjubeslon&aninterval tadaseodredjujeFurijeor integral. Furijeos red/inteyral se
moze predstaiti preko skupasinusnihili kosinusnihfunkcijaili, uz koristenjeOjlerave formule, prelo
skupakompleksnihfunkcija, exp(ivt) za vremenskidomenili exp(ikx) za prostornidomen,gde suv
frekvencaa k talasnibroj. U okviru prvog slucaja, kon&nogdomenapostojedve mogLenosti:ili daje
skupvrednostinezaisnih promenljvih (t,x,...) diskretanli daje kontinuaranDiskretanskupserecimo
uvek srece kod rezultatamerenja.

& Oblastdefinisanostje konatani diskretanskup: Nekaje A(xc) izmerenaveliCina za vrednosti
promenljive x, (vreme,prostor..) i nekaje uradjenoN merenja.Tadavazi:

N-1 n N-1
A = 3 Fa(mep| (2micp)] = 5 Falmexp (o) (3.47)

Fa(n) senazva diskretanFurijeor transformveliCine A. On seracunapreko formule:

Fa(n) = “Z% exp [(—Zinkg)] (3.48)

U spektralnojnalizi,vremenskilpromenljvih, cestosesretu sledé€e veliCine:
e n broj ciklusa(po perioduT zavremenskidomen),
e i broj ciklusapo sekundin/T ,
e f = wy brojradijanapo sekundi= 2rm/T = 2/ (NAt)
azaprostornidomen:

e Kk brojtalasalpointenalu L zaprostornidomen).

Zan =0, F(0) predstalja srednjuvrednost.Osnasnafrekvenca(talasnibroj jedan)je zan= 1. Za
n=2,3..imamoviseharmonile osnanefrekvenceili veCetalasnebrojeve.
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& Oblastdefinisanostje kontinuaan konatanskup: U ovom slucaju sefunkcija A(x) predstalja
preko beslona&nogFurijeosog reda:

A = 5 Fairlesp [(i2mcp)] = 5 Fa(rlexpien) (3.49)

dok seizratunavanje Furijeovih koeficijenataFa(n) vrSi pomdu formula:
zasrednjuvrednost:

1 T/2
Fa(0) = = / A(t)dt (3.50)
-T/2
zaostalekoeficijente:
I
1 [ -
Fal) = / At)el 2™ gt (3.51)

[N

& Oblastdefinisanostje skup(—o,+): Kadase Zeli razmatratifunkcija €ija je oblastdefinisanosti
beslona&anintenal definisanostili ako je u pitanjuneperiodinafunkcijrae(tadaje oblastdefinisanosti
skup( —oo,+0) ) moraseuopstiti teorijaFurijeovin redova naFurijeor integral. Tadavazi:

At) = / F(w)e“Yda (3.52)

aspektralndunkcija F (w) seizratunaa:

Fa(0) — / A9t (3.53)
t

Tako, kadase razmatrajuneperiodéni procesiili ako je reC o teorijskim razmatranjimagovori se o
spektralnogustini,Fa(w) ("spektarpo jedinici w”). Razmotrimosadaspektaintenzitetavetrau blizini
tla premaraunukoiji je izveo Van der Hoven (3). Na apscisisu nazn&eni broj ciklusana sat, gornji
red brojevai periodiu ¢aswima, donji red brojeva. Na ordinatije proizvod amplitudesaucestan&cu.
Veomajasnosuizrazenatri maksimuma:
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F @) F (@)
A A

FA(w )d w

I T | | [ | | I ] | | | 1
61— T -
i
I
I =
5 |
9 i
Y
N‘nq_ + I &L
E_ L Yo T
5 |
=3 H
2 i
2
1

Slika 3.6: Shematskprikaz spekta vetra pri tlu premaraCunuVan der Hovena(3)
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e prvi je kod periodaod oko Cetiri dana Stoodgovarasinopttkim vremenskinsistemima,
e drugije kod periodaod 12 Caswa, koji je posledicadnesznoghodabrzinevetra,
e treCi je kod periodaod oko jednogminuta,koji je odrazturbulentnihfluktuacijabrzinevetra.

Moze seuctiti izraziti nedostatalprocesasaperiodomod oko desetakminutado neloliko Caswa; ova
pojava senazi/as”pektralnin]'azom.éestoseprocesilevo odjaza,aako ih analiziramametodamadeorije
turbulencije, nazivaju makroturlulencija, a procesidesnood jaza mikroturbulencija. Analiza makro-
turbulentnih procesase najceste vrsi koristenjemjedna&ina dinamile i termodinamik atmosferebez
osrednjganja. Medjutim, ako kretanjau atmosferiposmatramaaplanetarnitrazmeramoze sei ovde
uvestiaparateorijeturbulencijegdetadaciklonei anticikloneshvatamokaoturbulentneelementger nji-
hovo nastajanjé nestajanjgakodije karakter$e elementsliucajnostiodnosnonepredvidljzosti. U ovom
pristupusejedinomorauzetiu obzir kvazi-horizontalnst makroturlulentnihvrtloga.

PoredspektralneanalizesamihveliCinakao brzine,temperaturepritiskaitd. odinteresasui spekiri
kvadrataveliCina. Na prvom mestuje kvadratodstupanjédrzinetj. tke ali i ostalekvadratneveliCine,
recimo auto-lorelacionefunkcije i sl. Tako, ako sagy(t) obel&imo trenutnuvrednosttke na osnavu
definicije spektrazakona&andomensledi:

(o]

ZOEkin(n)e(iwnt) (3.54)

n=

2 - itnt) —
() = 3 Rl =
dok u slu€ajuneperiodinogili beslona&nogdomenavazi:
o2(t) :/quze(i‘*‘)dooz /wEkin(oo)e(“*‘)dw (3.55)
Analognou prostoru
P(x) = /k Evin ()™ dk (3.56)

pri Cemuje uvedenaoznakaEyi, zaspektartke. Napomenimalaje u literaturi uob€ajenaoznakaE (k)
za spektartk e 8to cemoi mi u daljemteksturaditi. Na osnau ovih definicijamozemoda formiramo
jedn&ine koje opisuju evoluciju spektraturbulentnekineticke enegije. Mi temose ovde ograntiti
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samonaspektralnueprezentacijte jedn&ine (1.48), dopunjenwlanorima zaadwekciju i turbulentnu
difuziju tke. Njenizgledje:
aui aui

o (P o 0 oU;
5 (3) o /20 + 5 [ 2] = om0 —pama v 20

Caki u ovako uprastenomslucaju dobijanje Furijeovog transfera]'e komplikovano pa éemodati samo
osnwne hapomeneFurijeor transferprvog ¢lanaseswodi na Furijeor transfervremenshkg izvodatke
jer suvremei talasnibroj nezaisni. Analognosudiferenciranjegpo prostorui intrgraljenjepo talasnom
brojuk nezaisni, stim Stoseizvod funkcije exp(ikx) po x svodi namnazenjefaktoromik. Drugiizvod,
koji sejavlja kod Elanadisipacije, se tadaswodi na mnazenjefaktorom (ik)? = —k? konéno kako su
talasnibrojevi medjusobnmezaisni integral prethodnerelacije, napisankomponentgo komponenta
doobijasled&i izgled:

0E(k,t) aTr(t,k)

ot T ok

(3.57)

—(t, k) +Bgv(t k) — 2vk%E(t, k) (3.58)
gdesu:

° M lokalnapromengk-te komponentespektra,

6Tr(t k)

o korvergencijatransferaenengije kroz spektarprelo talasnogorojak,

e —Qt, k) produkcijazbogsmicanjak-te komponentespektra,
e [gy(t,k) produkcijazbog/protiv radasile potiskak-te komponentespektra;
e —2vk%E(t,k) viskoznadisipacijak-te komponentespektra.

auzdefinicijezay, @i € :

We, = [y(t,k)dk,
0

C

o TW= [ @(t,K)dk,
0

o €= [20KPE(t, K)dk
0

Advektivni €lannedajenikakas doprinosako seucini pretpostaka dasufluksevi tkekrozbotnegranice
jednakinuli.
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3.4 Teorija slicnosti

Jedanod osnarnih problemastatisttke teorije turbulencije je upravo odredjivanje oblika funkcije
E(t,k). ProblemjoS uvek nije reSenu celini, madase poznajuformule za pojedinedelove spektra.Mi
temoseograntiti nanajprostijimogLe slutaj stacionarneizotropne,homogene mehantke turbulen-
cije kod koje je jedini izvor enegije produkcijazbogsmicanja.U tom slucaju spektarse ne menjasa
vremenomAnalizu ovog slu¢ajauradtemokoristeti idejeteorije slicnostikoju je postaio 1941.A. N.
Kolmogora. Nezarisnood Kolmogorwa Hajzenbeg, Osarzeri Vajceler suddsli do slicnih rezultata.

U osnwi ovih teorijaje predstaa da se polje kretanja,kod potpunorazvijeneturbulencije, sastoji
od niza elemenataaznih prostornihrazmerakoji se stvarajui nestaju,a u toku swvog ” zivota” inter-
aguju sa okolinom menjajii sebei okolne elemente. Upravo spektarenegije egzaktnoopisujeovu
sliku, jer uz svakugrupuelemenataliskih razmerasepridruzuju Furijeavi koeficijenti. Tada,ako turbu-
lentni elementi,zauotenerazmere posedujwisekineticike enegije vrednosturijeovih koeficijenata,
zaove elementegebiti veCai obrnuto. Kako razmatramastacionarnuurbulenciju oblik spektarasene
menjau vremenutako da za ceospektardisipacijakineticke enegije se nadoknadjujeransformacijom
kineticke enegije srednjg toka. Moze sestaviti primedbadaovarazmatranjag mehantkoj turbulenciji
odnosnoo i prenosuenegije iz srednjg toka u turbulentni nemajumnogoveze sa stanjemu atmos-
feri. U atmosferikretanjese dogadjazbog pretvaranjaraspol@ive potencijalneenegije koja postoji
zboghorizontalnihrazlikau zagrejanostiOve razlike suizrazitekod planetarnilrazmera kod sistema
sinopttkih razmeral okalno semogujaviti i termicke razlike manjihrazmera(cirkulacijamore-lopno
ili jutarnjaodnosnaveCernjacirkulacijau planinskimpredelima).Ali kod manjihrazmerarazmerana
kojima sejavlja mikroturtulencijahorizontalnintermickih razlika praktcno nema. Podsetimasedaje
temperaturaazduhau hladovini i "na suncu”u granicamanogLlenostimerenjasta. Nara/no, vertikalni
gradijenttemperaturekako smoto vet detaljnoanaliziralije vazanizvor tke, ponekad dominantan.
Medjutim, kompleksnosturbulentnihtokova saobaizvora tke onemog@éava, za sada,analizunjenog
spektra. Zato Eemose u ovom delu izlaganjakoncentrisatina slucaj kadaje samokineticka enegija
srednjg tokaizvor turbulentnekineticke enepije.

Usled preprekapri tlu ili zbog unutr&nje nestabilnostitoka u PGS-use formiraju relatvno veti
vrtlozi, od veCih manji, od ovih joS manijii tako sve dok ne dodjemodo vrtloga najmanjinrazmerakoji
su dovoljno mali da seusleddisipacijesva njihova kinetitka enegija pretwri u toplotu. 1 Situacijaje
lepoopisanastihovima koji sepripisujulL.F. RiCardsonu:

e "Veliki vrtlozi imaju malevrtloge,

10vo je tzv. Landauslika nstaankaurbulencijekoja seu poslednjevremedovodi u pitanje.
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¢ koji sehranenjihovom brzinom;”
e malivrtlozi imaju manjevrtloge,
¢ | tako daljedoviskoznosti.

2 Koji to mehanizanobezbedjujgostojanjeveomasiroke skaletalasnihbrojeva, nararno ako je zado-
voljenaosnwnapretpostaeka daje Re dovoljno veliki? To je nelinearnainterakcija kao posledicane-
linearnosticlanaadwekcije u jedn&inamakretanja. Pretpostaimo daseu komponentaastojiod samo
dvatalasaistih amplituda:

u(x) = U sin(kyx) + U sin(kzx) (3.59)

Dakle spektarkomponentebrzine u se sastojiod samodve vrednosti. U narednomtrenutku prema
jedn&inamakretanja,

Ut = u" + At (SGP+ KOR+ DIS+NL) (3.60)

gdesuoznale SGPzasilu gradijentgpritiska, KOR zaKoriolisovu silu, DIS zadisipacijui NL je oznaka
zanelinearartlan. Kao posledicgprisusta nelinearnoglana:

NL = ut + ... = U sin(kyx)U cogkoX) + ...
(3.61)
= U sin[(ky + ko)X + 0t1] + 2U sin[(ky — k)X + 0] + ...

imamoda segener$u, poredprvobitnih brojeva k; i ko, novi talasnibrojevi (ky + k) i (ki — ko). Raz-
motrimo malo kakva je posledicamedjusobnogdnosak; i ko. Ako je k; >> k, tadaje ky + ko = k1 a
ki — ko =~ 0 5tozn&i danelinearnanterakcijaveomarazli€itih talasanedonosiniStanovo. Naproti, ako
je ki = ko = ktadaje k; + k =~ 2k maksimalnanogitavrednostzbira. 1z ovih krajnjih moglenostijasno

2y swetlostikritike Landauslike stavaranjemanjihvrtlogaiz vetih semaze zamenitiinterakcijomvrtlogabliskih razmera,
pasepesmicancze preformulisatikao:

e "Veliki vrtlozi interagujusamalim vrtlozima,
e koji sehranenjihovombrzinom;

e malivrtlozi interagujusamanjimvrtlozima,
e | tako daljedo viskoznostt.
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sledida se nelinearnomintearakcijomsli¢nih talasnihdwzina (razmera)ostie najweci efekat. Gener
isanjemswe veCih i veCih talasnihbrojeva kaoi njihovom medjusobnoninterakcijomubrzose spektar
"popuni” sasvim mogLEim talasnimbrojevima. Disipacijatke je mehanizankoji nakraju "zaustai”
ovaj proces.Ona,narano, postojikod svih razmergretanja.lpak, najveci deodisipacijesedogadjakod
najmanjihelemenatgnajwetih talasnihbrojeva), jer onarastesakvadratomrecipr@nevrednostikarak-
tristitne prostornerazmereturbulentnihelemenataZaista,ako u ¢lanzadisipacijuvd?U /9x? uvrstimo
karakteristtne vrednostizaodgovarajite velicine, zarazmerdisipacijedobijamovU /L2

Videli smodasespektaformirakaoposledicanelinearnihinterakcija.Kako onizgleda?Metodologija
kojom EemopokiBati da odredimooblik spektraje teorija slichosti. Njenaosnwna hipotezaje da su
statisttke karakteristile napisaneu bezdimenzionalndprmi preko odgovarajucih parametar, za do-
voljnovelike talasnebrojevetj. dovoljno”daleko” odnajvetih elemenat&od kojih sejoS”oseta” uticaj
karakteristikasrednje toka, univerzalne Tako seondamozetraziti formulazataj deospektrakoji bi
trebaloda je isti za sve "turbulencije”. Trebastalnoimati naumu uslov da Rejnoldse broj morabiti
dovojlno veliki dabi setaj deospektrauopsterazvio. Karakteristile vrtlogatih razmerasuu velikoj meri
sluCajne.Zanjih cenpr. svi pravci, statisttki posmatranditi ravnoprarni, tj. turbulentnielementivrt-
lozi, Eebiti izotropnibezobziranaorijentacijunajwetih vrtloga. Kaoilustracijamogudaposlize merenja
Tausendd1948)pri opticanjufluida oko dugakog cilindra. Ako je Rejnoldse broj bio dovoljno veliki
kretanjeje bilo turbulentnoi to tako da seu neposrednoplizini cilindra jasnouoCavala neizotropnost
kod naj\etih vrtloga, ali sedalje od preprele pokazujedasuvrtlozi manjihrazmerapribliznoizotropni.

Ako statisttke osobinanalihvrtloganezavise od karakteristikasrtlogasanajviseenegije, postalja
sepitanjeod ¢ega ove osobinezavise. Kolmogorw je predposteio da suodredjujiti parametribrzina
disipacije€ i koeficijentviskoznostiv i, nararno, nezaisna promenljva, talasnibroj k. Dakle pret-
postaka je davazi:

E(k) = f(v,,K) (3.62)

Sled&a tabeladaje dimenzije veliina koje se pojavijuju u relaciji (3.62). Iz ove tabele,na osnwvu

velicina | E(K) v € K
dimenzije| L3T 2 | L2T T | LZT 3| L ¢

Tabela3.1: \eliCinei njihove dimenzijekoje odredjujuoblik spekta tk e u ravnot&nojoblasti
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zahtea zadimenzionalnonhomogengtu leve i desnestranerelacije(3.62),sledidaje:

E(k k
VS/%M = [V—Tw] (3.63)
Dakle dobijenaje funkcionalnavezasajednim argumentom. Napomenimada je pretposteka o zav-
isnostiE(k) samood v i € sadzaj takozvane prve hipotezeKolmogorwljeve teorije slicnosti. Oblast
spektraza koji vazi ova hipotezase nazva ravnotgnaoblast Naziv potice od pretposteke da se us-
postailo stacionarnastanjeu kom je sav priliv enegije od vetih talasnihbrojeva uravnote&zen njenom
disipacijom.

DrugahipotezaKolmogorwa pretpostslja joSveteRejnolds@e brojeve. SapovetanjemRejnolds®og
brojaobrazujusejos manjiturbulentnielementi, praSiruje seravnoté&naoblast.Ako je sadaravnotezna
oblastdovoljno Sirokamaozesepojaviti situacijakadaelementisa’pocetka’ravnoteneoblastigotovo da
i neucestvujuu disipaciji. To ondaznai dani statisttke karakteristile tih elemenatane zavise od disi-
pacije,Stonakraju dovodi do zahtea danjihove statisttke osobinenetrebadazavise odv. Turbulentni
elementiseunutarte oblastimorajupodesititako da senjihovim medjusobniminterakcijamainercijal-
nim silama)izvrsi transportenegije ka manjim razmeramaiptprilike jednakukupnojdisipaciji. Tako
dobijamodruguKolmogorwljevu hipotezusliCnosti: Pri dovoljno velikim Rejnoldseim brojevima pos-
toji unutarravnoteneoblasti, sastranevetih razmea, inercijalna podoblastu kojoj statisttke osobine
turbulentnihelemenataavisesamood veli¢inag i k .

Ovaj dodatniuslosr omogava daseeksplicitnodobije zavisnostE (k) = f (k). Zaistaako u relaciji
(3.63)v nesmedasepojavi ondafunkcija f morabiti algebarskagiji je stepenodredjenpostaljenim
zahterom. To dovodi do relacije:

E(k) = cong e%/3k~/3 (3.64)

Owo je Cuwveni —5/3-ski zalon. Naslici (3.7) datje idealizosani prikaz spektrakinetiCke enegije kod
mehantke turbulencije. To je sintettki izraz znanjao tom spektru.Njegova formulakoja bi pokrivala
swe talasnebrojeve joS nije poznataali seznajuaproksimacijeza pojedinedelove. Gornjeizvodjenjeza
ravnoteznu oblastje jedantakay primer. Vidimo dase,grubo,spektamaoze podelitinatri grupetalasnih
brojeva:

e naj\eCi turbulentnielementi(vrtlozi)i,

e turbulentnielementi(vrtlozi) koji sadze najviSeenegije,
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deo spektra koji zavisi deo spektra koji ne zavisi
od mehanizma od mehaniznpostankéurbulencije
postanka
turbulencije
E(k,t) 2k [
€ : £2/3 |5/
k5 ke kd
: : : : talasni broj,K
najveci “vrtlozi koji sadrze ravnotezna oblast
kvazistacionarniz _ najvise energije : s
vrtlozi i 2 N N :
etz const inercijalna :
Y podoblast
Re§/4>>>1

Slika 3.7: Shematskprikaz spekta. Nazn&enesu oblastivrtloga najveEih razmea, zatimoblastgde
je maksimunkineticke enegije, kaoi ravnot&naoblastkoja sadzi inercijalnu podoblast. Takodje su
nazn&enenele od funkcija koje opisuju pojedinedelove spekta. Za prvi deospekta k* i €2k i za
ravnoté&nuoblaste?/3k—5/3,

e ravnotenaoblast.

Svakaod ovih oblastimoze imati swje podoblastiu kojima se mogu dobiti lokalne zavisnosti od ta-
lasnogbroja k. Tako u prvoj grupi uctavamo pocetni deo sa porastomsrazmerarsak?, zatim sledi
linearnirastpo k. 1z drugogdelanemamanijednurelaciju, a kod ravnote&ne oblastiimamo —5/3-sku
zavisnost. Ako zelimo daprimenimoteoriju slicnostinanekudruguveli¢inu, moramoprvo darazmot-
rimo dali ta veliCina u veomavelikoj meri trebada zavisi od osobinaturbulentnih elemenatananijih
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razmera.Odgovor ovde obicno morada se doneseantuitivnim putem. Ako smatramadatreba,odmah
zakljuitujemodaje posmatranaelicinafunkcijav i €, i nezaisnopromenljivih koje ulazeu njenudefini-
ciju. Dalji zakljutci sedonoseprvenstenodimenzionalnonmanalizomali i svim ostalimrelacijamaza
koje otekujemdli znamodavaze. Kon&no,ako je u pitanjudovoljno veliki Rejnolds® broj primenjuje
sei drugahipoteza.

3.5 Kolmogorovljevateorija mikr oturbulencije; Struktur na funkcija

Poredopisaturbulencijeprelo spektranele velicine, Kolmogorw je predidio dasezaprikazturbu-
lencijedefinButzv. strukturnefunkcije. Na primer strukturnafunkcija x-komponentérzineu, define
senasledé&i n&tin:

Duu = [u(x+r) — u(x)]? (3.65)
ili uopstezaveliCinuA :

Daa = [A(X+T1) — A(X)]? (3.66)

Ako seprihvatepretposteake iz prethodnogdeljkamoze sepokazati,dimenzionalnomanalizom,daza
inercijalnupodoblaswvazi relacija:

Duy = cong - £2/3r2/3 = Car?/3 (3.67)

Ova irelacija predstalja pandan—5/3-om zakonu, samosadau 3-D prostoru. VelicinaCa se nazva
parametastrukturnefunkcije. Naslici (3.8) je datshematskprikazjednestrukturnefunkcije. U samoj
okolini koordinatnogpoCetka, za veomamalor, sve do nekog rq nematurbulentnih elemenata.Za-

tim sledioblastdisipacijekoja prelaziu inercijalnupodoblastako je Redovoljno veliki. Tu strukturna
funkcijaima oblik r?/3. Kadaseizadjeiz ravnotezne oblastidolazioblastturbulentnihelemenataana-
jvisekineticke enegije i nasamonkraju je oblastnajwetih turbulentnihelemenataStrukturniparametri
setakodjepojavijuju urelacijamakoje pokazujukoliko seemitovaneenegije signala(zvucnogili mikro-

talasnog)vrata usledpromeneindeksapaerlamanjai atmosferi. Ta reflektivnostje srazmernaipravo

strukturnomparametrukao i recipra@noj vrednostikubnogkorenatalasneduzine signala. Kad se,na
osnu dimenzionalnenalize,odredestrukturniparametrimoze seizraziti brzinadisipacijetk e, tem-
peratureylageitd.

2 _ —2/3( % R
C2 = 2.68(Bg) = (3.68)
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2
A [u(r)-u(O)] Oblast najvécih
vrtloga

Inercijalna
pod oblast

rd \ r 2/3

Oblast disipacije

Slika 3.8: Shematskprikaz stukturnefunkcijeu zavisnostod relativnay rastojanjar

Stoomogtava odredjivanjefluksatoplote,ako sepoznajeCr. Zatim Wingardi Lemon(1980)smatraju
daseveliCinepromendgemperaturé vlaznostiprelo inverzijenavrhu PBL-atakodjemoguizraziti preko
Cr ai Gy, strukturnihparametaraatemperatura viagu.

Na kraju pokaimo daje strukturnafunkcija za slu¢aj homogené izotropneturbulencijeu vezi sa
korelaciononmfunkcijom. Podjimood definicije strukturnefunkcije Dy,

2u(x+rju(x)
u(x)?

Duu= [u(x+r) — u(x)]2 = [u(X+r)2 — 2u(x+ r)u(x) + u(x)?] = 2u(x)? [1— ] (3.69)

U slu¢ajuhomogeneurbulencijeu(x+r)2 = u(r)?, atakodjeje u(x)? = u(0)2 pasekona&nodobija:

Dy = 2u(0)2[1— R(r)] (3.70)
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ZainercijalnupodoblasDy, = cons(er)%? paje:

(3.71)

2a(er)?/3
u(0)?

R(r) = [1—

Konstantax je naosno/u merenjgporocenjenana0.5t) 2a ~ 1.

3.6 Prostomei vremensle razmere kod homogenel izotropne turb ulen-
cije
Videli smou odeljkuo teoriji slicnostidasespektamoze grubopodelitiu 3ili 4 oblastiu zavisnosti
od velitine Re. Moguce je formirati karakterisitne razmereza pojedinedelove spektra. Tako seu
oblastidisipacijegdesukarakterisitni parametrpremahipotezama<olmogorwavie, dimenzionalnom

analizomdobija:
razmerbrzine

Vg = (ve) /4 (3.72)

razmerduzine

Ng = % ~ v/ A4, (3.73)

Polazé&i od ova dvarazmeramoze sedati definicijalokalnogRe

Rey — Vdvﬂ ~1 (3.74)
Ovaj, naprvi pogled,slucajanrezultatto nikako nije. Jerako posmatramdre kao odnosinercijalnihi
viskoznih sila, zarazmeredisipacijeseprvi put postie njihova jednalost. To dalje zn&i dajos maniji
turbulentnielementine moguni nastati.Ako sezeli prosirenjespektramorasepovetati Reglavnogtoka
Stofizicki znai da e doti do povetanjapriliva enegije od srednjg toka. Na slici (3.9) je shematski
prikazanapromenau obliku spektrapri povecanjusrednjg Re Da bi senanovom nivou enegije us-
postaila stacionarnosinorase povetatii disipacija. Kako dotle formirani najmanjielementine mogu
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E(K)

Re;< Re,

Re; Re,

log(k)

Slika 3.9: Shematskéustracija promeneoblika ("pr odwzenja”) spekta nalkon povetanjaRe

dapotrase pavetanukoli€inu enegije morajuseformirati joS manijii, taj procesgenerisanjave manjih
i manjihelemenatarajace sve dok sepono/o neuspostai stacionarnost.

Zadeospektrakoji sadzi najvise enegije mozemodefinisativiSe duzinskinh razmera.Jedarbi bio
integralni razmerL. Medjutim, sapraktiénog stanwista ovakva definicijanije zgodnajer pretpostslja
poznaanje korelacionefunkcije. DrugamogiEnostje da seiskoristi 2/3-ski zakon, koji vazi zain-
ercijalnu podoblast,tako Sto se njegovo vazenje ekstrapoke do razmerana kojima se sadZi najvise
turbulentnekineticke enegije. U sistemugdeje apscisa?/3, funkcija f (r%/2) predstalja pravu liniju za
deokoji odgovarainercijalnojpodoblasti Ekstrapolacijondo presekaar?/3-osommozemosmatratida
sedefinBetrazenirazmerL:

[1— M] =0 (3.75)

Iz overelacijesledizal.:
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razmerduzine

—__3/2
_1|u(0)
LNE[ g ] (3.76)

Zarazmerbrzine,s obziromda smou delu spektragde je najvise turbulentnekinetiCke enegije uzi-

2/3

R=f(r )

N
N

A

Slika 3.10: Uz definicijumakio razmea L

mamo:
razmerbrzine

UZJ?:¢§ (3.77)

Sadasemoze definisatilokalni Rejnoldse broj Re kao:

Re = Uk _ /gt & WO (3.78)
\Y) \Y) &V
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Interesantnge odreditiodnosemakrorazmerd. i razmeradisipacijeng:

~ = (20)7Re/* ~ R¢/* (3.79)

~Rq’* (3.80)

Kako smoranije definisalimikrorazmerturbulencijeA i pokazalidavazi € = 15u(0)2/A? maoze seneti
odnosrazmerd. i ng samikrorazmerom\. Tako sedobija:

A ~navRe (3.81)
il
A~ LRg>/® (3.82)

Takodje semoze definisatilokalni Rg, = AU /v i tadavazi:
Re = 15R€ (3.83)

Ovi rezultatiukazujunato da je veomateSko napraiti dobruseparacijuunutarspektraenegije tako
dasetesko razlikuje oblastsanajviSe enegije od ravnot&ne oblasti. Razlaganjgavnote&ne oblastina
inercijalnupodoblasi oblastdisipacijeje narasno jos problemattnije i uglasnomsei nemoze dobiti u
laboratorijskimuslovima kod mehantke turbulencije. Kao primer nekaposlwe rezultatiiz laboratori-
jskog generisanjaurbulencijeduvanjemvazduhakroz gustumrezu. Nekaje rastojanjezmedjuproreza
M. Tadaje Rejnoldse broj Ray = MU /v. PrivrednostimazaReay od 5 600do 45 000dobijenoje:

*( ovo verovatnonije pouzdarrezultatjer sekod svih drugihslu€ajeva uotavaju drug&ije tendencije
pri promeniRe-a.)

U atmosferi,a narcito u okeanupri nailaskuplime, sre€u se dovoljno veliki Re ali uz prisustw
nehomogenosti gustinipasenaosnau merenjau ovim slucajevimanemoguizvlaciti direktnizakljucci
o potvrdiili osporaanjuKolmogorwljeve teorije.
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|l Rw | Ra | Re [Rew/Ra | L/A [ A/nd |
5600 | 6600. | 21.85 0.85 243.90| 81.24
11600.| 14400.| 31.81 0.81 397.17| 120.00
22500.| 30400.| 45.74 0.74* 633.57| 174.36
45000.| 57000.| 62.78 0.79 938.47| 238.75

Tabela3.2: TabelavrednostiraznihRei odnosanekihduzinskinrazmea. U prvoj koloni je Rey, tako da
kazemopolazniRe. ZatimRe_ broj zarazmee koje sadize najvisekinetitke enegije. U sled€oj koloni
je Re, zamikrorazmeya u zadnjedvekolonesuodnosiL i A odnosno\ i ng

3.7 Turbulentna difuzija

Problem turbulentnedifuzije je veomavazanu prakticnoj primeni. Potrebnge poznaati difuziju
raznihStetnihgaswa, naprimer gaswitih radioaktvnih proizvodakod nuklearnihcentralaili otpadnih
gaswa iz fabrickih dimnjakai sl. Tadaseiz poznateemisijei propisao dozwljenoj maksimalnojkon-
centracijipri tlu moraju pror&unati minimalnevisine dimnjaka. lli, kao drugi primer, gde postaljati
postrojenjakoja su potencijalnizagadjvaCi ili Citave industrijsle zone,nakom rastojanjuod naselja,u
kom pravcu u odnosunapredominantneetrove.

Opsti prikaz oblastiturbulentnedifuzije se nalaziu udzbenikuod Paskvil-a(21) zatim u ¢lancima
Tejlor (27), Monin (18). Odlicnadiskusijao turbulentnojdifuziji semozenati u referenci(25). Osnana
veli¢inakoja je od interesau problemudifuzije je raspodel&oncentracijeneke supstanceé kako seona
menjasavremenomPolazngedn&inaje Fikovajedn&inazadifuziju,

%_ 2 [

at — ox| ox (3.84)

gdeje x koncentracijgposmatranenaterije(masapo jedinici masevazduhajli broj Cesticapo jedinici
masevazduhaitd.). Fikova jedn&ina vazi tatno za molekularnudifuziju; medjutim, kod turbulentne
difuzije ona zapadau ozbiljne teSkote. NarcCito je neprijatnosto se pri primeni Fikove formule na
proceserazliCitih razmeramoraju uzimati sasvimrazlicite vrednostikoeficijentadifuzije K, otprilike
to vete Sto su vete razmereprocesakoji se posmatraukoliko seZeli dobiti slaganjemerenjai racuna.
Stavise,ako seposmatraproceskoji tokom vremenamenjaswoje razmerenpr. difuzija nelog oblaka
materijekoji je u potetkumali a kasnijeveti i veti, zadobrerezultatepokazalose dabi trebalouzeti
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daje K funkcijai vremenai prostornihkoordinata,npr. odstojanjeod izvora materije. 1z Prantloe
teorije® znamodaje pri tlu K funkcijaodstojanjaodtla, ali je sasvimneprihwatljivo uzetidanekafizicka
konstantazavisi od vremena,a narc&ito od horizontalnograstojanjado proizwljnog pocetka. (Vidi
npr. Sutton1962, str 146). Statisttki pristup donosiovde nove moglenosti. Tu selako vidi datreba
razlikovati dve vrstedifuzije: difuziju iz nepokretnogstalnogizvorai relativnu difuziju oblakamaterije
ili grupecesticau odnosunanjihovo teziSte. Za problemdifuzije iz nepokretnogzvora osna/u teorije
predstalja Tejlorovateorema.

3.7.1 Tejlorovateorema

Osnawni parametakoji opisujedifuziju iz nepokretnogzvoraje srednjekvadratnoodstupanjelefin-
isanokao:

D = (X —X)?, (3.85)

ili ako seuzmedaje izvor u koordinatnompocetkui danemasrednjg vetra,tako daje xsr = 0, srednje
kvadratnoodstupanjgostaje:

D = (x)2 (3.86)

Tadasekaobrzina”Sirenja” supstancenoze uvestiveliinaS:

d

- to
S= % =245 = 2u()do [ U@k (3.87)
0

gdeje ¢ vremeproteklood trenutkapotetkaispustanjasupstanceNasobitho zanimavremeproteklood
sad&njey trenutka koje Eemoobeleiti sag i tadavazi:

{=to—( = dg¢=—d(; (=0=¢&=t1g (=th=¢&=0 (3.88)
Stodaje:
to to
S= 2u(to)dto / u(t — £)dE = 2 / U(to)u(t — £)de (3.89)
0 0

3onactebiti izlozenau narednoflavi
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Slika 3.11: Vezaizmedjuprotekl@ vremenal i vremena u odnosunatrenutakty (sada&nji trenutak)

Ako Zelimoda S napsemopreko autolorelaciongunkcije:

_ U(to — E)U(to)

R(€) = T W? (3.90)
dobijamo:
to
S= 2U(ty)? / R(E)dE (3.91)
0
asama? postaje
to t
X2 = 2u(to)? [ dt [ R(E)dE (3.92)
[«]

Ovaformulapredstalja sadZaj Tejlorove teoreme Tejlor (26). Od interesge kako semenjadimenzija

1172
oblakadefinisnesa [x,?] zamaloi velikot. Ako je tek poceladifuzija tadaje vrednostutolorelacione
funkcije bliskajedinici pasedobija:

V@ VRt~ (3.93)

Dakledwinskirazmeroblakarastelinearnosavremenom Drugaasimptotskasrrednosfe zavrlo veliko
t. Tada,zbog(3.3) vazi

VR =V Tt =Vt (3.94)
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0

\

—11/2
Slika 3.12: [xiz] / kaofunkcijavremenapunalinija. Asimptotezamaloi veliko t, isprekidanelinije.

Dakle nakon dovoljno dugogvremengt >> T) brzinaSirenjaoblakasesmanijuje to znaajnou pored-
jenju saprethodnimsluc¢ajem.Razlogpromenebrzinepovetavanjaje postojanjeurbulentnihelemenata
razliCitin razmera.lz ranijih izlaganjasmovideli daje najefikasnijainterakcijaturbulentnihelemenata
kadasuslicnihrazmeralstovazi i zaturbulentnudifuziju. Najefikasnijedifuziju (razmazvanje)vrSeoni
turbulentni elementikoji imaju razmereredaveliCine razmeraoblaka. Kako savremenonoblak raste,
to i brzinadifuzije rastejer sve veCi i veCi elementije vrSe,a premaspektrutke saporastonrazmera
rastei brzinaturbulentnihelementa.Kadarazmerdifundujlite materijepostanemnogoveti od eleme-
natakojih ima najvide,i koji najvisSe doprinosedifuziji, tadabrzinadifuzije postajekonstantnalz ovih
razmatranjaidimo dapostojipotrebadaseu analizuturbulentnedifuzije, uvedurazmergorocesaJedna
od mogLEnostije datau RiCardsoneoj teoriji turbulentnedifuzije koja sezasnva nakonceptufunkcije

odstojanjasuseda.
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3.7.2 Ricardsonovateorija

Ricardsorje uveovelicinu definisanu:
l [oe]
a0,6) = [ X060 X0x+1,)dx (3.95)

gdeje N ukupanbroj posmatranittesticaa x koncentracijatj. broj ¢esticapojedinici duzine. Funkciju
g je nazao"funkcija odstojanjasuseda’jer :

e X(X)dx je broj Cesticanaintenalu dx
e X(X+1)/N je taj broj CesticaizrazenkaodeoukupnogbrojacesticaN,

e X(X)x(x+1)dx/N je taj deoCesticgpomnd@ensakoncentracijormaodstojanju, tj. brojemsuseda
po jedinici dwzine naodstojanju.

Zbir takvih proizvoda za sve elementedx, tj. funkcijaq(l,t) je zn&i prosé€an broj susedgo jedinici

duzinenaodstojanju. Naprimerposmatram@esticesaravnomernonkoncentracijormaograntenom
delux-ose,duzined, slika (3.13(a)). Kadaje | jednalo nuli, funkcijaq(l) je jednakakoncentracijiunutar
posmatrangrupecesticaZatim,nemasused&oji sudaljeodd, paje funkcijaq jednakanuli za|l| > d .

Naosnau definicijefunkcije odstojanjesusedanoze sepokazatidaje q(l) parnafunkcijapaje dovoljno
odreditig(l) zal > 0. Premapretpostaljenoj raspodelix(x) moze seuctiti da proizvod x(x) X(x+1)

imavrednost:

0 za x€(—»,a)
XX)Xx(x+1) =< xo®° za x€(aat+d-—I) (3.96)
0 za xe(a+d—I+)

Zamenonu definicionurelacijuzaq(l) dobijasegrafik (b) naslici (3.14).1z definicijefunkcije g vidimo
daseonamozekoristiti zaopisdifuzije grupecestica. Kadaseposmatran@rupacesticarasprostiraduz
X ose,naodgovarajLti natin tesemenijatikrivei x(x) i q(l). PovrSinaispodkrive x(x)

/x(x,t)dx: N (3.97)
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L X (%) “q(l)
X, X,
42 42 X d d |

Slika 3.13: Jedanprimer odnosafunkcijegustinex(x), (a) i njenefunkcijeodstojanjasuseday(l), (b).

morapri tomeostatikonstantnajer seukupanbroj Cesticanemenija.lstotako i povrSinaispodkrive g(1)

/mq(l,t)dl :%/m/m X(x+1,t)dx dl = N (3.98)

takodje setokom vremenane menja.tj.

%/q(l,t)dl —0. (3.99)

—00

Stavide, premarelacijama(3.97)i (3.98), povrsine ispod dve krive moraju uvek biti jednale. Ovo je
ociglednoi kod primerasaslike (3.13:a,b). Ukoliko bi difuzuja bila Fikova, rasprostiranjekrive x(x)
tokom vremenabi bilo odredjenadiferncijalnomjedna&inom (3.84). Mozemoocekiati izvesnepred-
nosti pri koristenjukrive q(lI) za opis procesadifuzije, jer je kod nje za nezaisno promenljvu uzeto
odstojanjd, koje definBeprostornerazmereprocesd ne zavisi od proizwljnog koordinatnogpotetka.
Postalja sezatopitanjedali semoze dobiti diferencijalngedn&inakoja odredjujepromenukrive g(1)
savremenom Postupakkoji sledije postupaK'pravljenja” jedn&ine, a neniz identcnih transformacija
koje polazeod neke osnarnerelacije. Podjimood definicije funkcije (1) i napsimoadq(l)/at :

170 ) 0
N/a_ X Xi)dx = N/at <X|atx+xatx|>dx (3.100)
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zamolekulskudifuziju, premaFikovoj formuli:
0 02
&x = Kﬁx. (3.101)
Ako umestopromenljive x uvedema kaopromenljivu imamo:
0 0?
Kadaove relacijezamenimau relaciju (3.100)dobijamo:
d Ko/ 0
&q(l,t) =N / 3 (XIWX‘FXWXI) dx. (3.103)
A kako je:
02 02 0? ox 0x) 02 02
X 32X+ X3pX = 53 (XX) = 250 27 = 2X g + 2XgpXi (3.104)
i kako je
o x| 2
_Z&W - 2XﬁXI = m(XXI) (3.105)
ili
0? 0?
g2 Xt = 2572 (Xx1) (3.106)
to konano dobijamojedn&inu zaq(l)
9 (1,1) —2Ka—2 (1,t) (3.107)

Dakleu specijalnonslutajukadaje u pitanjumolekulskadifuzija (K = cons.), funkcijaq(l,t) morada

sepond&au skladusajedna&inom (3.84). Uopstimosadatu jedn&inu:

0 0 0
.0 =5 [FO) Satv)].

(3.108)
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Da bi proceniozavisnostF(l) od |, Ricardsonje iskoristio raspoldive podatle o difuziji zarazlicite
prostornerazmere. PoCev od molekularnih, zatim tri vrednostidobijeneiz osmatranjgprofila vetra
anemometrima pilot balonima,zatim analiziranjemputanjavetih balona,brzine Sirenjavulkanslog
pepelai najzaddifuzija kodakretanjakoja su planetarnilrazmeragde su turbulentni elementibili cik-
loni. Svi ovi podacisu prikazaninaslici (3.14) gdeje apscisdogip(l) u cm, a ordinatalog;o(K) u
cns~L. Ritardsorje preddio daseprava

[ ]
10 | = /
[ ]
5 A
O o
0 5 10

lo ) u cm
g,,(1)
Slika 3.14: Ricardsonw dijagram koeficijentadifuzije zarazneprostornerazmee.

K(l) =.2143 (3.109)

unetanaprikazanondijagramuslaze saosmatranjimayotoso dobrou €itavoj oblastiizmedjumetrai 10
km. Relacija(3.14)sedanasestonazva RiCardsong cetworotreEinski zakon. Izvanredndge zanimljivo
dase,kako je petnaesgodinakasnijepokazadObuhov (20), eksponen#l/3 u relaciji (3.96) moze dobiti
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naosnwu Kolmogorw/ljeve teorije slicnosti. Naime,ako pretpostaimo daF (I) ima oblik:
F(l)=A-1" (3.110)

ondapasto profil F(I) ima dimenzijeL?T —%, konstantaA moradaima dimenzijeL>""T 1. Unutar
ravnote&neoblastiA trebadabudefunkcijasamoodv i € . Postoje:

v =L2T"1 | [g=L%T"3 (3.111)
sledi:
(L) =v¥e 4 (T)=vY3 12 (3.112)
Zamenomdimenzijaza A zakljuCujemodau ravnoteznoj oblastiA trebadabudeodredjencsa:
A= cong.-vi=7 g% (3.113)

Premaamgumentacijikoja je vejzlozenau prethodnimodeljcimau inercijalnoj podoblastidifuzija ne
smedazavisi odv. Da bi seto ostwarilo, eksponentn moradaima vrednostupravo 4/3, istu vrednost
koju je predidio Ricardsomaosnwu empirijskih podataka Trebaobratiti paznju daje 4/3 procenger
sagrafikase moglo zakljueiti daje nagib(njegov tangens)il.3ili 1.4 ali daje predi@enkoli¢nik dva
celabrojagovori o njegovoj fizickoj intuiciji. Treba,nakraju, iste€i daje ovo slaganjeu izvesnojmeri
slucajno,jer analizauz koristenjeobehipotezeslicnosti,strogovazi samokadasedifuzija dogadjausled
turbulentnihelemenataazmeraunutarinercijalnepodoblasti.To, svakalo, nije slucajzasve proceseoji
suprikazaninaRicardsoneom dijagramu.
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Teorije zatvaranja

4.1 Empirijsk eteorije zatvaranja

Jd&s u uvodnom delu smo videli da zbog nelinearnostijedna&ina kretanja, pri razlaganjutrenut-
nih vrednostina srednjevrednostii fluktuacije, dolazi do problemazatvaranja. Kako zatworiti sistem
jedn&inakoji opisujeturbulentnokretanjeje i danasotvorenproblemiako postojebrojni pokusaji kako
teorijske tako i prakticneprirodedaseproblemrazresi. Nararno osnavni razlogdosadanjeg ,relatvnog,
neuspeh#ezi u nedwoljnom poznaanju nastanka prave prirodeturbulentnogkretanja.U nasemizla-
ganjumi Eéemoprikazatinajkarakterisinije pristupedrzeti seuglavznomistorijskog redosledanjihovog
nastanka.

4.1.1 Hipotezakoeficijentarazmene
Prvii najdirektniji natin daseresi problemzatvaranjasezove hipotezakoeficijentarazmene Potoj
hipotezinaprimer, zafluks koliCine kretanja(x-komponenteyazi:

—UW= KmE (4.2)
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Analogijasamolekulskimprenosonkoli€ine kretanjaje oCigledna,gdeumestamolekulslog koeficijnta
difuzije koli€inekretanjav, uvodimokoeficijenatturbulentnedifuzije Ky,,. Narasnotrebajos datinjegovu
brojnu vrednost. Kako kod turbulentnih tokova prenoskolicine kretanjavrse makroslopski elementi

Atmosfera

VIG | Povrsinski napon ..

u/G

Okean

Povrsinski napo

;. Povrsinska struja

Struja
ispd
povrsine

Slika 4.1: Shematskprikaz hodgyrafa vetra po Ekmaneoj spirali zaa) atmosferu b) zaokean. SaG
je obelgenintenzitetgeostofslkog vetra pri Cemusenjegov pravacpoklapasapravcenx— ose Kako se
spustamonadolevetarskrete ulevo dabi pri tlu zauzegravacnazn&endebljomisprekidanonstrelom.
Intenzitetvetra eksponencijalnmpadasa visinom,a karakteristtna duzinskarazmea je [f/ZKm]l/z,
(premaBusingeru (2)).
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to i vrednostefektivnog koeficijentarazmenetrebada bude mnogoveta od molekulslog koeficijenta
razmene.Prilikom biranjavrednostiza K, uzimajuseu obzir i karakteristile modela,Ciji jedandeo
¢ini raCunvezanzaturbulenciju. Rezolucijamodelaili potrebazadisipacijomnanajmanjimrazmerama
nagestei odredjujuvrednostza Ky, Kako suove velicine od modelado modelarazliCite i vrednostza
Km nije uvekista. Tako sesrecu vrednostiod 10° do 108 Sl jedinica. Kadaseporedeprofili vetraratunati
uz pretposteku daje Kn=const. saosmotrenimpri skoro neutralnojstratifikaciji, postoji kvalitativno
slaganje Model predvidjaEkmanau spiralu,vidi sliku (4.1),tj. eksponencijalnporastamplitudevetra
i skretanjesavisinom po sinusnomzalkonu. Kod osmotrenihprofila, u blizini vrha PGS-atakodje je
uoCenoskretanjevetrasavisinom,ali nei eksponencijaln@romenaamplitude.

Zbogneslaganjazmedjuosmatranjd rezultataza K, = cong., narc@ito u nizim slojevima, ¢aki u
tako ograntenombroju sluajeva priblizno neutralnestratifikacije,ovakas pristupproblemuzatwaranja
seretko koristi. On senaj¢este koristio kod dugotrajnihintegracijakakve sesretu u radusaklimatskim
ili okeanskimmodelima,jer je ugradjvanje nekih komplikovanijin postupakdimitirano raspolaivim
racunskimvremenomMedjutim, satakoreti eksplozvnim razwjemratunaraprestajgotrebazaovako
jednostanim pristupomproblemuzatvaranja.

4.1.2 Teorija puta meSanja, Prantlova teorija

Prantlje 1925,zasneao teoriju kako semoguizraCunatifluksevi koli€ine kretanjakod toka fluida
preko ravne ploce. Da bi to uspeoon je posaood veomaupradsteneslike problema.Nekaje profil vetra
kaonasilici (4.2). Tadaako dodjedo pomeranjadelica sanivoa zy, nanivo z' koji sunamedjusobnom
rastojanjul’, i ako pri tom delic €uva swoju koli¢inu kretanjatj. brzinu, on Ce predstaljati porem&aj
za swju novu okolinu u smisluda €e se njegova brzinarazlikovati od brzine okolnog fluida. Ovo je
nara/no jako uprastenaslikaturbulentnogpoljai razlogapostojanjaurbulentninelemenatéfluktuacija).
Naglasimgos jednomkoje supretpostake u€injenedo sada.Prvo, pretpostalja sedapostojivertikalno
kretanjedelica. Zatimdadelici naputul’ neinteragujuj. negubenistaod pocetnekolicinekretanja.Ove
dve pretposteake Cine sad#aj prve Prantlove hipoteze Na osnau ove hipoteze Prantlzatimizratunaza
veli€inu poreméenjakao:

u=U(2)-U@) =I'S 4.2)
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N »

U(z)r

Slika 4.2: llustracija uz Prantlovu teoriju

Ovim je uCinjenajos jednapretpostaka. Zanemarensu Clanwi viSey reda,iako je duzina predjenog
putal’ kona&naveli€ina. Strogouze/si ovo je opravrdanosamoako je ispunjenuslov:
J(0%u/02)]
(0U/02)]
Stonije ispunjenazaproizwljan profil U (z) pacakni zaprofile brzineu blizini zida. Ipakteorijazadvava

relaciju (4.3). Kona&no, Prantl pretpostalja da je fluktuacija vertikalne brzine srazmerndluktuaciji
horizontalnebrzine.Ovo seopetmaoze uzetikao hipoteza.Dakle:

<1 (4.3)

wru=|— (4.4)

— (U2 oU \ 2
aw=C . 12(Z) —c.12( 2
aw=C"-| <az) C-l (az> (4.5)

gdeje C’ konstantaa 1’2 = |2 je tzv. Prantlova duzina puta mesanjatakodje pozitivna velicina. Ovoj
relaciji mozemodati precizniji oblik. Ako sugranicedomenavrstetadau blizini te granice(zida) uvek

paje
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morabiti d,U > 0jer brzinau blizini zidamorabiti malaanasamonridunula. Dalje od zidabrzinaraste
i vangranitnogsloja postajekonstantnadredjenasilom gradijentapritiska kako smoto vet analizirali
na pocetkudrugeglave. Da bi sebrzinasmanjvala, i to viSe 5to smobliZze zidu, morafluks koli€ine
kretanjada bude usmererka zidu. Iz ovakve analizemi vidimo dablizu zida uvek morabiti ispunjen
uslor tw < 0. Uz uslor daje C pozitivanbroj, flukseri koliCinekretanja gradijentasrednjg vetraimate
uvek suprotarznakako realciju(4.5) napsemokao:

ouU| /oU
uw — _ . 2 —_— [E—
W = I > ( az) (4.6)
Napomenimalaseformadaje fluks kolicine kretanjasrazmeramgradijentusrednjebrzine:
_ ouU
tw= —Kpn, (E) 4.7)

i dalje odizala, ali je mnogovaznije da ovako definisankoeficijenatmeSanjaukljuCuje karakteristile
srednjg profila brzine,njenosmicanje,a kroz promenul -a savisinom bar potencijalnose moze uzeti
u obzir daturbulentni elementirastusarastojanjenod tla kaoi geometrijaproblematj. polozaj cvrste
granice.To je veliki koraknapredsateorijskog stanwistaali zaprakticne primenejos je preostaoreliki
problem,jer nije jasnokako u svakom posebnonslucaju odreditil (z) ili u nekoj jos komplikovanijoj
geometrijil (x, Y, 2).

Najveti uspehje ovateorijapostiglazatok fluida preko ravne ploCe. U tom sluCaju, ako seuzmeda
je | = kz zastacionarartok, dobijaselogaritamskiprofil vetra. Zaista,jedn&ine kretanjaseswodena:

ouw _
=, = Uw=cons. (4.8)
apremaPrantlwoj teoriji:
ou| [ouU
j— . 2 _— _— =
C-l 3 (az> cong. (4.9)

g.

ou cong
(E) = (4.10)
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Stonalon integracijedaje
U(z) =cons-log(z) +C1 (4.12)

Interesantnge daje Von Karmandobioisti rezultat logaritamskiprofil, tako Stoje trazio zakon sliCnosti
zal(z) uz pretpostaku daje | =1 (0 U, 0,J). Tadapremadimenzijamd -avazi daje | = ko U /o, J.
Time relacija(4.6) postajediferencijalnajedn&ina koja opetu sluCaju toka fluida preko ravne ploce u
oblastizalonazidatj. gdeje turbulentnifluks konstantanzareSenjeimalogaritamskiprofil.

lako sePrantlo/oj teoriji mogustaviti dve ozbiljneprimedbe:

e nemamesanjanaputukoji deli€ prelazi,a zatimnakraju putadolazido potpunogmesanja,
e putmeSanjal je kong&aniako seu izvodjenjupretpostalja daje vrlo malavelicina,

onasezasnva najasnimfizickim pretpostakamai 5to je vaznije kod postupkamodeliranjau slucaju
tokafluida preko ravne ploCe dajeodliCnerezultate.

4.2 Teorije zatvaranja viSegreda

U prethodnonodeljku,empirijske teorijezatvaranja prikazanisuprvi pokusajikompletiranjgedn&ina
kretanjazaturbulentnetokove. Sarazwjem raCunaraotvorenaje mogwnostkoristenjakomplikovani-
jih sistemgedn&ina paje ucinjen pokusaj daseproblemresi nataj natin da sefomiraju prognosittke
jedn&ine zaRejnolds@e naponeflukseve toplote,kaoi zavarijansupotencijalngemperaturePastose
formiraju jedn&ine za kvadratnetlanove takas sesistemnazia sistemondrugogreda. Ponekadsene
zadwoljavamoni satim nego seformiraju jedn&ine zatrostrule korelacijepatakve sistemenazvamo
sistemitreCeg reda.

4.2.1 Zatvaranje drugog reda

Jedné&inezaRejnoldsee naponefluksese toplotei varijansutemperaturézvedenesuu DodatkuD.
Tako potpunsistemjedn&inadrugogredaje:
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zakoli€inu kretanja:

+i (UkW%—W—ViW)

an iYj jUj Uk an iYj
d___ 0

+6_xipuj ax Jpu+fk(sjklulul+8|kluluj)

) U04au.d

oui an oui an
(50t 50) Paea

zaflukseve toplote,
0

Eu.e
a 00 ou; 0 — —
B 00 __0U; = 00 Jou; 09
= —Tilk % Bu % Bgi6+p % (a+v) 3% 0%

i zavarijansutemperature

0— 0 - — 002 00 69 00
-V 2 2 _oq— | — — -
ate + E (Uke + ukB (Xaxk> 2u kean an e

(4.12)

(4.13)

(4.14)

Nararno, osna/ni problemje da sistemnije zatwren. Ali, ideja je da se veli€ine koje se pojave u
postupkuformiranjanovih jedn&ina, a to suviSestruk korelacijekaoi ostalinepoznatlano/i mogu
izraziti uspé&nije preko gradijenatasrednjihveliCinai/ili preko srednjinvrednostikvadratnihveliCina.
U tabeli (4.1) su eksplicitnonavedeniclanwi koje trebaizraziti (parametrizaati). NavedeneveliCine
sutenzorirazninredosa. Osna/ni stav koji e sekoristiti i(Melor ((14))) prilikom zatwaranjaje dasu
vezelinearne,a konstitutivni koeficijenti u tim vezamaizotropnitenzori. Poredovog opStey stava u
svakom pojedin&nom sluCaju imace se u vidu i fiziCka sustinatog Clana, pre svega dimenzijekao i

stepersimetrtnosticlanakoji seanalizira.
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| grupaA: | | grupa C: | \
pg—xej ? Oui; uy ?
62uk
| grupaB: | | grupaD: | \
v 2 2| pw ?
(a+v)gaee | 2 [ ?
(20) 82 52 ?

Tabela4.1: Tabelapo grupamapremavrsti clanova koji postojekod jednaina drugay redaa koje treba
izraziti preko ostalih€lanova sistema

Pocecemood prvog Clanaiz grupeA. FiziCku osnovu za parametrizacijiovog (i ostalihClanova iz
grupeA) dali suRota(23) i Melor (14). lzuzer u blizini jako izrazenih nehomogenostkao u blizini
tlaili u okolini sn&nih gradijenatavetraili temperaturegmpirijskaje €injenicadasuturbulentnapolja
u visokoj meriizotropna. Clan koji je odgovoran zaizotropizaciju” je korelacijapritiskai gradijenta
brzine. Da je to tatno pokusacemoda poka&emosled€om agumentacijom.Uocimo prvo daovaj clan
nije prisutanu jedn&ini zatke. Drugo pretpostaimo daje u jednommomenturealizoran ekstremni
slucaj kadapostoji fluktuacijabrzinesamou jednompravcutj. u# 0 av=w = 0. Kako uvek postoje
nehomogenostii svim poljima pai u polju brzine, postojeturbulentni elementikoji se priblizavaju
jedandrugom,sto je shematskprikazanonaslici (4.3). Priblizavanjemturbulentnih elemenataprema
jedn&ini kontinuitetadolazidoistiskivanjafluidau pravcuy i z ose,daklegenersusevi w komponente
brzine.Ovim sesmanjujegpotetnaneizotropnostier od situacijeu kojoj sutwi tv bili nula,jer suv=0i
w= 0, sadasurazliciti od nule. Naslicannatin gradijentiu polju srednjihbrzinadovodedo priblizavanja
turbulentnihelemenataDalje, imajuci naumu pretposteku o linearnostivezasledi:

p<a_xj+ a) :CijkmUkUm‘FCiljka (415)
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u(x) u(x+dx)

xy

Slika 4.3: llustracija kako €lan p(du;/0x; + du; /0x;) doprinosiredistrituciji koliCinekretanja

Kako sukonstitutini koeficijentiCijum i Cjjq,, PO pretpostaci, izotropnitenzorito moradavazi:
Cijkm = C16ij0km + C20ikOjm + C3dimx - (4.16)
Zamenonu (4.16)zaprvi izraznadesnojstranidobijamo:
CijkmUiUm = (C165Okm + C20ik Ojm + C38imOk;j ) UkUm = C1.6ijTiUk + (C2 + C3)TiTj. (4.17)
Dalje, ako seizvrSi kontrakcijaindeksavazi:

oui Odu
<a_xi+6x.> 0 = Cl—

Time sebroj nepoznatitkonstantisvodi najednu,dimenzionukonstantuC;. Njenedimenzijesu[C;] =
T-1 pamozemodaje predstaimo kao odnosrazmerabrzinei duzine, [C1] = q/l;. Zarazmerbrzine
prirodnoje uzetiq gdeje g = u? + V2 + w2, dvostrukatke, a koja je jednaod prognoziranihvelicina.

Analognosemaze dobiti:
oUm _ oJ;  0U;j
Cijim—— x C (—axj + % ) (4.19)

3(C2 +C3) (4.18)
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apremadimenzijamdC] = Cog? gdeje Co, bezdimenzion&onstantaTako je konano:

ou _ ou; 1 U | v
p(a_><;+a_>qj) =—3% (éwj—éuqz) +Codf (6—x;+6—x.1> (4.20)

Time je parametrizacijavog Clanasvedenanaproblemjedneduzinel; i jedneapsolutnekonstanteCy.
Sledé&i Clan iz tabele,iz iste grupeA, tretiratemoanalognoptrethodnomélanu. Premaprethodnom
postupkuza pa8/ox; trebadavazi:

06 — ou
pa—xj = Cjkuke‘l‘cijkmaTr: (4.21)

| opetanalogngorethodnonizlaganjumoze se pokazatidavazi:

pg = Cjku® = Cdjxux® = Cu;6 (4.22)
j

Kako C imadimenzijuT —%, konano mozemodapisemo:
p=— = ———U;6. (4.23)

Clanovi koji sejavijaju u grupiB odgavorni suzadisipaciju. PremaKolmogorwljevoj (Kolmogora
(12)) teoriji disipacijuvrsenajmanjiturbulentni elementikoji suizotropni. Tako kod ¢lanova disipacije
postojidodatniuslos dasuoni samiizotropnitenzori,odmah piSemo:

oui an_ ___2q3 -
a& =Cojj = ﬁlalj (4.24)

Slede&i Clan iz grupeB, (a + v)du; /0x00/0x« je vektorili tenzorprvog reda. Ali kako ne postoji
izotropnitenzorprvog redato seuzima:

(@) 98 _

o (4.25)
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Posledniji¢lan iz ove grupedisipativnih €lanova, disipacijatemperaturese tretira potpunoanalogno
disipaciji kinetiCke enegije pamozemoodmahdapiSemo:
00 00 — =
20)—— =C02 =262 4.2
( a)axk % co /\26 (4.26)
Clanoi grupisaniu okviru grupeC sutrostrule korelacijekoje mozemoda shvatimo kao srednje

flukseve odgovarajitin dvostrukihproizvoda; TitjU = Ui (ujux) i zatimda pretpostaimo vezeizmedju
flukseva proizvodai srednjihvrednostitin proizvoda. Dakle:

— 0
Ui (Uj ) = Cijimny OmUn (4.27)

Ponovo opsti zahter zaizotropn@&Cu tenzoraCijxmn ZN&C:

Cijkimn = C18i0k Omn~+ C20i 8jmOkn + C30imd j Ok + - (4.28)

Ali poredopstey zahtera zaizotropn@ctu tenzoraC; jmn morasevoditi raCunadaje Clantiujti simetrtan
tenzorpo svim indeksima.Tu osobinumoradaposeduje izrazkoji gazamenjuje. Tako direktnosledi:

0 0 0
uinuk:C(Ruin +0_xiukuj+6_xjuiuk) (4.29)
apremadimenzijamazaC sledi:
0 0 0
GUiU = —CA1 (—u-u-+—uku-+—u-uk> (4.30)
) o ox T ax

Clan uu;6 mozemosmatratisrednjimfluksomveli€ine u;6 paje i parametrizacijalicnaprethodnoj:
U 6= o | 2o+ 2 ue (4.31)
i Uj@ = —0A2 0Xi j 0Xj i .

| nakraju u8? mozemosmatratifluksomkvadratafluktuacijepotencijaineemperatured? pasedobija:

0 — —q)xg&@ (4.32)
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Jd&s je preostalagrupaclanora D. Nekih preciznihpodatakaz merenjanema,semopstih indikacija
dasumali paseu okviru ove parametrizacijganemaruju.

Time je problemzatwaranjasvedenna odredjivanje vrednostiuvedenihdwzinskih razmera,lq, |,
A1, A2, Az, A1, A\2 i odgovarajieih konstanti. Prvi korak je pretpostaka da su svi duzinski razmeri
proporcionalnjednomduzinskom razmeruglavnomrazmeru/:

l[1=A A1=Byl A =Cl

lb=Ad Ag=Bil A=Cil A3=Cdl (4.33)

Vrednostiuvedenihkonstantisu dobijeneiz raznihlaboratorijskihmerenjaza slucaj neutralnih turbu-
lentnihgrannih slojeva. Ovdeje vaznoisteCi daiako je odredjivanjekonstantiuradjenadz podatakaa
neutralnesluCajeve Citava parametrizacijase pokazalauspénomkadase primenilai na stratifik ovani
fluid. Na kraju trebadefinisatiglavnu duzinu I. U literaturi se srecu brojni predloziza vrednostl -a.
Ovdecebiti datajednaod najjednostenijih verzijakoja uzimau obzir postojanjdogaritamskg zalkona
u blizini zida.

()_{IQ 0<2<0.15 4.34)

@D=11, 015<z<5

Najjednostanije je daseuzmekonstantnasrednostoko 10% planetranogyrantnogslojatj. 1o = 0.1d.
Uobicajenavrednostza d je 1-3 km. Ukoliko Zelimo daly odrazinekuintegralnu meru, recimo tur-
bulentenekinetitke enegije u Citavom planetarnongrantnomslojuili u ¢itavtom domenugde postoji
turbulencijatadamozemoly definisatisa:

o I a@ladz .39

~ Jo a(2dz

Definisanjem zaokrizenje skupformulakojim sezatwarasistemjedn&ina.

4.2.2 Razmema analiza sistemadobijenog zatvaranjem jednacina drugog reda

Jedné&ine dobijeneu prethodnonparagrafupredstaljaju relativno komplikovan sistemsal0 prog-
nostckih jedn&ina. Zato je veomapozeljno da se sistem,na konzistentametin, redukuje. Jedanod
natinaje metodomrazmeren&nalize.Melor i Jamadd17) supredl@ili kaoosna/nuideju dasuturbu-
lentnapolja (vrtlozi) pribliznoizotropnatako daje odstupanjend izotropnostimogiee koristiti kaomali
parametanaosnwu kogasemaze oderdjivati relativni odnosclanova u jedn&inama. Pokazée seda
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postojetri mogLEnostiprilikom poredjenjalanova u jedn&inamazaturbulentneflukseve. Poredovako
formiranihrelacijaiz istorijskih razlogaformira se,u okviru najnzeg redajo §jednavarijantapasezato
uvodi 4-ti, 3-€i, 2-gii 1-vi nivo zatwaranja.

Nivo 4

Nivo 4 Cini sistemjedn&ina
zaRejnolds@e napone,

DW 0 A auu—l—iuu auu
|10XKQ1an|Jaxikjaj|k

Dt
jﬁ J 3%(1/3ruj— 8f)
zavarijansupotencijalngemperture,
Do [%&@] = om0 -2 e (4.37)
i zafluksere toplote
- o (e )
_ _mg_fk _ eukg_l;; B - 3%u.e (4.38)

koji zadZava sve Clanove u polaznimjedn&inama.Da bi sistematskiedulovali €lanore iz ovog sistema
jedn&ina, razlazicemoswe turbulentneflukseve naizotropnii neizotropnideo. Tenzortit;j razlazenna
izotropnideoi ostatakizgleda:

Ul Uz Upuz
juj = (| Uy UgUz UpU3
Uzlp Uzl UsU3
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®?/3 0 0 B-?/3 T UpUs
=| 0 /3 o mm B-?/3  wm (4.39)
0 0 /3 oy WG B-¢?/3

Jednéinazaizotropnideoje jedn&inazatke, i kaoStosmovet ranijevideli, nju formiramokontrakci-
jomindeksa i j. Tako dobijamo:

DR 9 aq d VN )
Dt ox [q)\l <6Xk +26 U|Uk>] ma 2/\_1 2Bg;ui8 (4.40)

Razlika potpunogsistemai jedn&ine za tke daje sistemjedna&ina koji opisuje neizotropnideo Re-
jnoldswih napona,

D o
Dt (u'u‘ 35”)

d A aW+0UU+0W—E aqz+20uu
axkqlaxk”ax.kjax]'ksaxk 6x|'k
oU; aduU 2 o
+Coq (ale ax:) _B<gjui6+giuje—ééi,-g|u|e> (4.412)

DefiniSimo sadabezdimenzionalnodstupanjeRejnolds@ih naponaod njegovog izotropnogdela, koje
cemoobelé&iti saajj, relacijom:

1
0 =P (58 +aj) (4.42)

3
Naisti neCin definSemo,zaflukseve toplote,veliCinu b; :

U6 = bige (4.43)

gdeje, analognoveligini ¢?, uvedenaveli¢ina ¢?, prelo varijansepotencijalnetemperaturdq? = 62).
Velicine g i by suu stvari mereneizotopnosti U narednojtabelije dat”inventar” do sadadefinisanih
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| Razmer]| Velitina |

@ 62

[ oy =001

A O(A1) = O(A2)

a O(a;))
Uy O(an/an)
o, 0(00/x;)

b O(by)

Tabela4.2: Tabelarazmea i veliCina koje Ce sekoristiti pri razmernojnalizijedn&ina drugay reda

velicina. Tabelau desnojkoloni sadzi sameveliCinedok seu levoj koloni nalzeoznale njihovih razmera.
Napomenimalakod skalarnihveliCinanismopravili razlikuizmedjuvelicinei njenerazmere.Zamen-
jujuci definicije (4.42)i (4.43)u jedn&ine (4.40)odnosno(4.41),zaizotropnii neizotropnideo,moze
sedobiti:

izotropni deo-

2 2 3
o[ ro@)] = R ol 2%,
2 3 .
o acPUy baBae %
Drugi redu jedn&ini (4.44) ozn&ava razmersvakog Clanapremauswojenimoznakama.
neizotropni deo-
D(ajo®) 0 [ah: [, o - 9¢? oc?
Dt s | 3 \X¥ax ek 35'1 {1+0@)}
Oik ou Ojk oy 2 aU| oU; dU;
—_g?|Jd X ] J it it
=@ [{Frad e { e he o (Gt e)] e

3

—Bae (bigj +bjgi — 5|kagk) ql
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Razmeresvakog od €lanova u jedn&ini (4.45)susledé&e.
Zaprvi clanimamo:

D(a;q?) aUg?

ot~ (4.46)
zatubulentnudifuziju
o [\ aq aq2 aq _ag
zaprodukcijuzbogsmicanjakaoi deoClanaredistribucije imamo
Oik oU; Oik oy,
—o?|d X N Gt | ZIx N G}
@ [{ o) G { % e} 5]
2 - oy, oU;  aU;
[—:—géuakla -Co (a—-f- % )] (4.48)
9
~ qUx[1+O(a)] = A [1+ O(a)]
zaprodukcijuzbogradasile potiskaimamo
2 q°
Bao{ big; +b;gi — 3%k | # qebg~ (4.49)
i kona&nozadisipacijuimamo:
aq3 aq®
3I al T A (4.50)

Dabi mogli daih uporedimopaticemood osnanog principarazmerneanalizedabardva €lanau neloj
jedn&ini morajubiti dominantnall najprostijemsiucaju, kod bilansatk e, postojiravnoteza produkcije
zbogsmicanjai disipacije.Dakle:

q3
acfUy = - (4.51)
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Analognou jedn&ini zaneizotropndeoRejnoldse®ih naponajedna&ina(4.44),morapostojatiravnoteza
prvogi trecey Clanajer disipacijamorabiti redavelicine dominantnihtlanova

Uy = ﬁ (4.52)
Relacije(4.50)i (4.51)daju:
I q
2_ 1 N
a=r Uy v (4.53)
Naisti n&tin ravnoteza Clanora nadesnojstranijedn&ine zavarijansutemperaturelaje:
b0y ~ % (4.54)

Uz pretpostaku o dominantnostiprvog i zadnjg Clanau jedrCini za neizotropnideo fluksa toplote
imamo:

PO, ~ —— (4.55)

Stoondadaje:

j— ~
b —_— @XNI/\

(4.56)
Ociglednoiz prvih relacijau (4.53)i (4.56)sledidaje a = b. | kon&no ako jos produkcijuzbograda
sile potiskauzmemodaje redavelicine disipacijedobijamo:

q2
aqeB ~ b (4.57)

Kori&tenjemovih relacijarazmeritlanoa na desnimstranamau (4.51) ¢?Uy =~ a~1g®/A a u (4.53)
bgBoe~ a~1q/Ai u(4.49)aq’/l ~ a~1g®/A. Kako je vet napomenutorazmeriparametaraeizotrop-
nostiai b sumali, O (&) ~ 0.15. Sadrugestrane,iz merenjazaneutralnetokove seznadaje odnos
I /\ =~ 0.05-0.1.Kako smopokazaliovaj odnoge togredavelicinei zastratifikovaneslucajeve. Koristei

rezultatdaje | /A ~ a? dobijaserazmerdifuznogglana.
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Razmewremenskizavisnih Clanora semenjaod problemado problema Njihov smorazmerozn&ili
saU@?/L gdeje L za sadanedefinisanaazmeraduzine. Premapretpostakamao ovim tlanovima
precicemonaformiranjeraznihnivoaaproksimacija.

Nivo 3:

Nivo 3 sedobijaako sepretpostai dasuadwektivni i difuzni €lanistogredavelicine,adaje taj red
veliCinedatsa

2

@ _ad
U = A (4.58)
a potomsenakon mnazenjajedn&ina zanedijagonalndrejnoldsee naponesaa odnosnab zanemare
svi Elanori redaO(a?) i redaO(b?). Tako sedobijasledé&i skupjednaina:

zatke:

Dt  Ox

2 3
Dg® 0 q7\1 Jq OU, 2q
37 T Ox

zaRejnoldsee napone

& iy U oy, 2 ou
iuj = %qz q |:( iUk — C1 q26.k) e L4 (U Uk —C1q 6Jk) % 35|JU|ukan
3l — 2 _
—Flﬁ(gjui9+giuj9—:—36ijg|u|e) (4.60)
zavarijansupotencijalneiempeature:
D 0 0 00 =
92— -V Y _ o492
Dte I [q)\ga S } 20uy kaxk 2/\26 (4.61)
zafluksere potencijalnetempeature:
— 3 00 0y
ub = a [ i kaxk+euk0xk +Bgi62 (4.62)
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Dakle od svih prognosttkih jedn&ianapreostajusamoprognosttke jedn&ine zatke i varijansupo-
tencijalnetemperaturedok su svi fluksevi dati dijagnosttkim relacijama. Na taj naCin je postignuta
znaajnaredukcijabrojaprognosttkih jedna&ina!

Nivo 2

Nivo 2 sedobijaako sesniziredveliCine zaadwektivnei difuzneclanove tj. ako seuzmedaje:

q2 a2 q3

2 _Z24 4.63
i ako opetzanemarimsamotlanore redaO(a?) i redaO(b?). Tadasedobija:
zatke:
3 U o
A= T — By U0 (4.64)

zaRejnoldswe napone

& 3 oU; oy, 2 oy
uu; = %qz q [(u,uk—Clqzé.k) e L (U U —C1q 6Jk) e 35|JU|ukan
3l T~ —
—Flf-”(ngi9+gin9—§5ijg|U|9> (4.65)
zavarijansupotencijalnetempeature;
q = 00
2402 = _0u— 4,
s e“"axk (4.66)
zafluksere potencijalnetempeature:
— 3l 00 oU;
2 +Bu— + Bgi6? (4.67)

Uie:—F Ui k& %

Zarazliku od prethodnoglucajasadaviSenemanijedneprognosiike jednaine.
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Konano,nivo 1 sedobijaako sezanemarevi clanovi redaO(a) i redaO(b) Stodajesistem:
zatke:

3 oU: -
A= TR Byl (4.68)
zaRejnoldsee napone
- dij - oU;  ay;
zavarijansupotencijalnetempeature;
A g%
Ao~ eukaxk (4.70)
zafluksere potencijalnetempeature:
— 00 3 —
U8 = —qlog -~ Fzsgieﬂ (4.71)

4.2.3 Aproksiomacijejednacina u slucaju PGS-a

Ovaj opsti sistemse znatnouprdstava kadase primeni na planetarnigrantni sloj. Kod razma-
tranjaplanetarnograntnogsloja,mazemoprimenitihidr ostaticku aproksimaciju, zbogveomamalog
odnosal;/Ly, jer je horizontalniduzinski razmerLy ~ 10% = 10°km dok je vertikalni duzinski razmer
L, ~ 10km. Ako opetidemoredompo nivoimazatvaranjaimamo:

nivo 4:

dijagonalni¢lanovi:

7 ? 3 - /3 ]

D el el XX “ 2 2

=l @ |- @ —2( Py )3?1 V-3 37\1(1) (4.72)
w2 w2 Bgwd w2 —?/3 1
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nedijagonalnilanovi:

D( W2 2 ) q(
Dt(wu)D1< ZW_U) = (W —C10%) 0U /0z—Bgud I(wu) (4.73)
wv 2wy (w2 —Cic?) ov /02-Bove P\ wv
Zavarijansutemperature:
D= = ~—00 d55
~02_92—=_ o H 2
Dte 0 206w 3 2/\29 (4.74)
kaoi zaflukseve temperature:
o[ ® W W\ 5o [ WOAU 0z e
sl v |-ou| W@ | = w |5 weav/oz —% Vo (4.75)
W wo ww ) %% — g2 2\ we

nivo 3:

Prognostike jedn&ine

zatke:
D (®\ 5. () _ —__
Zavarijansupotencijalngemperature:
D — 00 q=
92— _ 2 _ 212
Dte 206w 3 2/\29 (4.77)

zadijagonalnelanove:

=

@\ (1Y [ “Px 2Ry 2Powe
e | =3 += | —2Puct 4Ry — 2Pgwd (4.78)
9\ —2Py—2Ry+4pgne
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zanedijagonaln&lanore:

v o ny‘f‘ I:’yx
- ( W ) = % (W2—01q2 0U /0z— Bgud (4.79)
WV (W —C1q?) OV /9z— PgV@

i zaflukseve temperature:

ub 3 W00,/ dz+wodU /9z
| v | =22 wwo/dz+wedV oz (4.80)
e q W200/9z — Bgb2
gdesuuvedeneoznale:
0y,
Pj=— iu,-a—xj' (4.81)

Dabi seovaj sistemjedn&inaintegralio morajuseformirati grantni uslovi. Onesu,Stoseti¢epros-
tornihizvoda,jedn&ine drugogredapasemorajuformulisatidva grantnauslova. Skoro bezizuzetka,
za gornji grantni usloy seuzimazabrzinu:

z—o ; U=Uy V=V, (4.82)
dok susvi turbulentnifluksevi i tke zanematdii:
z—soo ; (W, TW, wl, ¢?)=0 (4.83)

Drugi granitni uslos sedefinSenatlu odnosnou blizini tla. Kako iz analzeodnosafluksera koliCine
kretanjai fluksatoploteu neposrednoplizini tla znamozadominacijufluksakoli€ine kretanjau prvoj
aproksimacijisemoze uzetidasevetari temperaturgpotencijalng menjajupo logaritamskm zakonu.
étosetiéeglavnerazmerd, premaParntl-ovoj teoriji ai premaempirijskimsaznanjimanaje srazmerna
saz. Dakle:

z— 0" ; U2 ~log(z/zom), ©O(2) ~109(z/zon), 1(2) ~Kz (4.84)

Kao alternatva zadaanja donjih grantnih uslova za vetari temperauruuz uslos daje najnii sloj
dovoljno tanak,mozemoflukswve koli€ine kretanjai toplote odrediti na osnovu iterativnay postupkaiz
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Monin-Ohuhov teorije (vidi dodatakB). | kona&no trebaformirati donje graniéne uslove zatke i 62 .
Uz samotlo smatramada su difuzija tke kao i njenavremenskgromenaznatnomanjeod produkcije
smicanjem. Kako je i produkcijazbogradasile potiskaovde mnogomanjaod produkcijezbog smi-
canjaostaje kao jedinamogLenost,ravnoteza produkcijezbog smicanjai disipacije. Ovaj zahte daje
donji grantni uslov zatke.vﬂ)setiéevarijansepotencijalnetemperaturq:)olazé;i od brzinetrenjauy i

fluksatoploteod podloge(w8)o, mozemoformirati trazenuveliinu. Dakle zadonjegrantnevrednosti
uzimamo:

250" @O =1 , B0)=Wo)o?/u? (4.85)

Ukoliko seturbulentneveliCine raunajuu prognostitkom modelu,koji ima diskretizavanu vertikalnu
koordinatu,jos jednomnagl&azamo da za opravdanostovakvih donjih grantnih uslova najnizi nivo
modelatrebapostaiti dovoljno nisko tako dazaistavazi Monin-Ohluhov teorija.

nivo 2;
3
T wi o vw 4 BawE
A oW + - + Bowo (4.86)
92— and®
/\26 = —0Bw 3 (4.87)

Ako sepreko Py i Ry napseRicardsone fluksnibroji uvedeveliCinal” definisangao:

. BwO Ris
Rif = M=o 4.88
" Bt Ry 1—Rir (4.88)

ondasedobija

o av> (4.89)

- (WV,V_) = I1qS\/I (Ea E

__ .00
WO = 12055 (4.90)
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gdeje
~ yl—Cl— (6A1-|—3A2) F/Bl
= 3A — Yol 491
Sv 1 vi— Vol + 3AiT /By (Y1 —¥al) (4.91)
a
Si=3A2(y1—val) (4.92)
i nakraju
_1 oA Bs A1 (4.93)

\/1—:—3—5—1 ; YZZB—1 B—l

Konano navescemoi nivo 1, koji je empirijski izvedenpre nego 5toje dataova klasifikacija,a u
stvari predstalja nekonzistentnuredukcijunivoa 2.

nivol:i
zaflukseve koliCine kretanjasedobija:
S ou ov
— (ow,vw) = I1q (E’E) (4.94)
azavertikalnifluks toplotesedobija:
— 00
—wh = Iqu (4.95)

Kao i uvek kadase koristi razmernaanalizakon&na potvrda uspénostise dobija nakon medju-
sobnogporedjenjarezultatasva Cetiri nivoa aproksimacije.Prikaztih rezultataje dat na slikama(4.4)
i (4.5) koje su preuzetdz ((17)). Kao glavni i opsti rezultatse moze dati konstatacijada su rezultati
dobijenisanivoom 3 mnogoblizi punommodelu,nivo 4, nego Stoje razlikaizmedjunivoa 3 i nivoa2.
Recimonivo turbulentnekineticke enegije je skoro isti uz nesto vece vrednostikod nivoa4. Takodjeje
visinagrantnogslojaskoro ista(neznatnoreCakod nivoa4). Napomenimqos nakraju dasemetodom
pokusajai greske pokazalodasekvalitet prognozeodrZi i kad seu prognositkoj jedn&ini zavarijansu
temperatureanemarizvod po vriemenutj. kadasei onasvedenadijagnosttku relaciju. Ovakwo zat-
varanjesenajceste ondaozna&ava kao nivo 2.5 (vidi Jamadg29)). Na osnavu ovih rezultatai mnogih
drugih simulacijanivo 2.5 je na neki n&Cin postaostandardamivo zatwaranjakod novijih modelaza
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Slika 4.4: Dnervi hod: (levo) turbulentnekineticke enegije, (desno)varijansepotencijalnegempeature.

(prema(17))
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Slika 4.5: Rejnoldswei naponi, paralelni geostofslom vetru, (levo) i normini na pravac geostofskog
vetra (desno)prema(17))
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prognozwremenaatakodjei kod okeanskihmodela.lako je ova parametrizacijgublikovanajos 1973.
relatvno kasnoje zatvaranjedrugogredaukljucenou operatvne modelemeteorol&kih sluzbi. Treba
napomenutida pri relatvno velikim vremenskimkoracima,onimakoji su standardniu modelimaza
prognozwremenamoze dasepojavi problemrealizabilnosti Premadefiniciji Janjta (privatnakomu-
nikacija) realizabilnostje zahte da model pri nivou forsiranjakoje se maze srestiu prirodi morada
proizvedeuobitajenekoeficijentemesanjaili tke. Ovaj, naprvi pogledtrivijalan zahte, i nije lako, ¢ak
ni mogLte, ispuniti bezdodatnogazwja prethodngorikazanognodela.Za implementacijuovog mod-
ela,u modelimazaprognozuvremenavideti radose od Janjta(8), (10) i(9), a o ovom €e biti detaljnije
razmatranai kursuo parametrizacijamézickih procesas modelimazaprognozwremena.

4.3 Zatvaranje trecegreda

Kako smoto vet istakli kod zatvaranjadrugogredarezultatikoje ta parametrizacijalaje suveoma
zadwoljavajuti. Medjutim, postojijednaklasaproblemakod kojih verovatno postoji potrebaza formi-
ranjemjedn&ina za momentetreteg reda. To je modelwanjeturbulentnihpolja u blizini jake temper
aturneinverzije koja secestosrete pri vrhu planetarnogyrantnogsloja. To je jednood retkih mestagde
postojietzv. uz-gradijentnitransportiveli¢ina. U ovom slucaju potencijalnaemperaturae prenosiod
mestasanizomvredndcu kamestusaviSomvredndcu. Ako bi htelodaseostanepri formi daje srednji
fluks temperatursrazmerarsrednjengradijentutemperaturetadauz-gradijentniransferzahtea "neg-
ativnu” vrednoskoeficijentarazmenestoje protivno osnanoj predstai o njemu.lpaktrebanapomenuti
dasei u okviru teorijezatvaranjadrugogreda,u njenojnajostijoj formi, mogurealizovati uz-gradijentni
transporti.Tek kadasekoristi uprascenijaverzija,kod koje sezaistadobijadasufluksevi proporcionalni
gradijentimasrednjihvrednostiprimedbeu vezi sauz-gradijentnintransferomnstoje.

Teorijazatwaranjamomenataretey redanete biti izlozenasaonoliko detaljakaoteorijazataranja
momenatadrugogreda,vet te se samonaglasitineki aspektii problemi. Analognonainu nakoji se
formiraju jedn&ine zamomentedrugogreda,formiraju sei jedn&ine zamomentereteg reda:

0
auiujuk:

EUinez

%W = (4.96)
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9 —
53
dte

Kao jednailustracijanekaposl|izi jedn&ina zaclanwe?:

0— 00— 0 —— —0 __ 0
Twe2 — _ 2 _ 21020 mw
atwe Uk akae aXkukwe +0 aXkukW—I-ZWG axk”"e
—w623W+—wwe£@+ 63 (4.97)
0z 0z '

Naravno, broj nepoznatit€lanova kod ovog sistemgednainaje mnogoveti nego u prethodnonsiucaju,
a samimtim i broj dodatnihkonstantikoje nije tako lako jednozn&no odrediti. Osno/na pretposteka
je da su verovatnce odstupanjaod srednjihvrednostidate Gaus@om funkcijom raspodele.Dakle za
veli¢inua(x):

1 X2
A:a:/axdpx: /axex ~ X yax 4.98
(9dPX) = —— [ a9 exp(~5 ) (4.9
Posledicaove pretpostake je da se momentiCetvrtogreda,l4, moguizraziti preko momenatadrugog
reda,l,, jer selako moze pokazatidavazi 1, = 3(l,)?. Tako naprimervaze relacije:

UW3 = 30w - W2 (4.99)
ili
UWO2 = T - 02 + 2u6 - WO (4.100)

itd. Nataj naCin problemzataranjaje reSeni ostajesamoproverau odnosunaeksperimentdi merenja.
Medjutim ako seizvrSi integracijaovako formiranogsistemavrlo brzodolazido nestabilnostzakoju je
karakteristtna pojava "negativnih” enegija. Time je opetnarwsenprincip realizabilnosti. Ovogaputa
to je posledicaprevelikin vrednostiza trostrule korelacije, koje su odgororne za transferenegije od
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vetCih razmerska manjimrazmeramaOvaj problemsemaoze otkloniti uzimajlEi u obzir vazenjesledé€e
nejednaksti (dokazje u dodatkuE); ograntenjazatrostrule korelacije:

apy< [ (B@-87)] (4.101)
kako joS zbogpretpostake o normalnojraspodeliverovatnce odstupanjavazi:
B2y = B2 y? — 2By (4.102)
dobijasenejednakst:
oBy? < o? B2y 2By | (4.103)

Kako je trostrukakorelacijasimetrtnapo svatri indeksauslos zaprao glasi:

()
‘aﬁy‘ < min [@ (az—yZ—ZQ_yz)] (4.104)
()]

Ovarelacijasekoristi kaopreventiva datrostrule korelacijenepredjufizicki oprardanemaksimumetj. u
svakom korakuseproveravaju vrednostisvih trostrukihkorelacijai koja predjeograntenje,izjedn&uje
se samaksimalnodozwljenomvredn&tu. Ukoliko seu modelugradii ovaj postupakintegracije se
mogu privesti kraju a rezultati su zadwoljavajuci ¢aki u onim situacijamakadaje trebalosimulirati
procesekoji sekaraktersu uz-gradijentnimransportimaZa detaljniji prikaz pogledatiradod (11).
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Elementi teorije grani cnog sloja

Grantni sloj semozedefinisatikaoregion gdeseresenjediferencijalngedn&inemenjaveomabrzo.
Ovo sedeSava kadaje najvisi izvod pomrzensamalim parametrom.OpStametodareSavanja ovakvih
problemge teorijaperturbacijea metodologijagrantnogslojaje njennajprostijioblik. Premadefiniciji
grantnogsloja njegova debljinatezi ka nuli kadavrednostmalogparametrag, tezi nuli. Mi temose
zadeati nasluCajuizolovanoggranttnogslojakoji sejavlja nagraniciintenvala definisanostiNajlakse
objasnjenjeovog fenomenge prelo neloliko primera.Kao prvi primeruzmimojedna&inu:

d’y dy
ezt (1+e) g +y=0 (A.1)

uzgrantneuslove y(0) = 0i y(1) = 1. TatnoreSenjeove jednd&ine je

eX—e:
y(x) = — T (A.2)
el_et

Analizirajmo sadaosobineovog reSenja. Ako € — 0 tadareSenjeima prekid u tacki x = 0. Za
maluvrednost reSenjesesporomenjasapromenonx-a semu uzanonregionuoko 0, unutarintenala
0 < X < €, gde sereSenjejako brzo menja. Upravo ovaj region se naziva grantnim slojemi on je



120 Elementi teorije grani ¢nog sloja

3.0

Granicni sloj Spoljasnji region
2.5 t (unutrasnji region)

Slika A.1: Grafik funkcijey(x) = (e X —e &) /(e — e%) , haiintervalu (0 < x < 1) zadvevrednosti
parameta € = 0.1 i 0.025 Pri manjojvrednostie-a uzi je granicni sloj odnosnounutrasnji region.
(PremaOrzag i Bender1978)

debljineO(e). Region u komesu promenesporenaziva sespoljni (spoljasniji) region. Najorstije reSenje
bi bilo ono koje daje vrednostiy-a za svako x, tzv. globalnoreSenje. Medjutim u opStemslucaju nije
potrebngpoznaati globalnoreSenje.Analizasemozeuradititako Stoseposebnagazmatrajypondanjau
spoljgnjemregionugdesemaozezanemaritnajvisi clankoji je pomn@ensamalim parametromUnutar
grantnogslojakoji je po pravilu veomamali mozemosmatratida sukoeficijentiu jedn&ini konstatnii
tako veomauprostitiproblem.Dakle, jedn&ina seaproksimirasaviseresenjazaspolj&niji i unutranji
region, kojih u principu moze biti i viSe od jednog. Prilikom reSavanja odgovarajitih jedn&ina za
spolj&njei unutr&njeregione pojavite seintegracionekonstantekoje mozemodaodredimoiz zahtea
da postoji asimptotsk poklapanjereSenjaiz grantnogslojai spolj&njey regiona. To poklapanjege u
prelaznonsloju od grantnogslojakaspolj@njemregionui obrnuto.Uvedimou granénomsloju novu
promenljvu X = x/e. Ovaj se postupaknazia i teleslopiranje jer se uzanideo, grantni sloj koji je
veomamalii redaO(g), preslikava nakon&aninternval redaO(1) preko promenljve X. Tadasegrantni
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uslov izlaskaiz grantnogslojaka spolj@gnjemsloju moze naznditi kao

X:I%Tmy(x) (A.3)

dok prelaziz spolja&njey slojakagrantnomsloju nazn&avamokao*

Jim y(x) (A.4)
i tadaasimptotsk sklapanjezndi :
x:'§T+my(X) = lim y(x) (A.5)

pri Cemuove grantne vrednostiu opstemsluCaju mogu biti ispunjenei na nekom podskupurealnih
brojeva, odnosnoda imamo "preklapanje”funkcija a ne samojednalost grantnih vrednostiu jednoj
tacki. VeliCinu koja zadwoljava relaciju (A.5) obelgavamo sayspoj. Shematskovo semoze prikazati
kao naslici (A.2 ). Vratimo se pono/o nasem primeru. lzvan grantnog sloja, jedn&inu mozemo
aproksimiratikao

dy.
d—;p +Ysp=0 (A.6)

gdeje uvedenanznakays, zadeoreSenjakoji vazi zadeodomenazvangraninogsloja. Resenjezaysp
je:

Ysp(X) =C e* (A7)
Grantni uslor koji odredjujeC je onajsakrajadomenax = 1):
y()=1 = C=e¢ (A.8)
5to,zaspol&@njeresenje daje:

Ysp(X) = €%, (A.9)

1Ako bi debljinaspoljgsnjeg slojabila d ane 1 kaou nasemsli¢ajutadabi prelazx — 0F postaoy — 0
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Granicni sloj
y(1)=B
y(0)=A
$Egzaktno resenje$
AC, | - .
yS[(X) yun (X)
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

(unutrasniji region)
<———— Spoljasnji region ——=

Slika A.2: Shematskprikaz reSenjaproblemagrani¢ne vrednostiey” (x) + a(x)y (x) + b(x)y(x) = 0 na
domeny0 < x < 1] uzuslor a(x) > 0i uzgranicneuslovey(0) = aiy (1) =B

Nararno, kako je (A.6) jedn&inanizey redaod polazne mozemodazadwoljimo deogrannih uslova, u
ovom slu€ajuto je bio desnigrantni uslov. Levi grantni uslov €ebiti zadwoljen unutr&njim reSenjem
koje vazi zagrantni sloj. Tu uvedimosmenuX = x/e. Tadapolazngedn&inapostaje:

d2y 1\ dY
ot (”E) X TY=0 (A.10)

ako sadee — 0+ tadal/e >> 1 pajedn&ina(A.10) prelaziu

d2y dy

o ax =0 (A.11)
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dix (j—; +Y) =0 (A.12)
odnosno
(g—;(( +Y> =C (A.13)
Stodaje
4 v-c)+(v-Cy)=0 (A.14)

dX

sadasereSenjemozedirektnomozenapisatiu obliku
Y(X) =C3—Coe™® (A.15)

Vidimo da se za unutr&nji deo domenapojavljuji dve integracionekonstanteC, i Cs jer je (A.11)
jedn&inadrugogreda. Na prvi pogledimamoproblemjer namje preostacsamojedangranini uslov,
onaj koji vazi zax = 0. Iz ovog grantnog uslova oderedjujemdC,. Drugu konstantuodredjujemoiz
uslova zanepekidnd&tu pri prelazuiz unutrénjeg ka spolj@njemdeludomenakoji formuliSemokao:

lim Y = lim .
X—+00 x—>0+ySp

Kako je drugilimesjednake dobijamodaje C; = e. Dakle:
Y(X) =e—Ce (A.16)

Kako smovet napomenuligrantni uslos y(0) = 0 se koristi za odredjvanje C,, Sto dajeC, = €, pa
unutr&njereSenjeje postaje:

Y(X) = e-X = el1-%) (A.17)
Sdakadaimamospolj&njei i unutr&njereSenjekako nati i uniformnuaproksimacijuatnogresennja

koja te davazi zaceodomen?Svakaod aproksimacijavazi za swj deodomena.Uunutr&njeresenje
je reSenjekoje dobroopisujeponadanijefunkcije u grantnomdomenua spoljagnjereSenjedobroopisuje
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pondanjefunkcije u ostatkudomeanKododeredjvanjaCs postaili smododatnizahte dakadax/e— >
+oo i kadax— > 40 respektinareSenjatezeistoj funkciji. Ovo, zajedn€ko reSenje,cemodaobel&imo
kaoyspoj. U naSemprimeruyspo; je

Yspoj = € (A.18)

konstantaU opstemsli¢ajuto moze biti i funkcija. To je upravo bio slucaj kadasmotrazili preklapanije
zalonazidai zalonadefektai dobili logaritamskwavisnostu deludomenau komesevrsi spajanjeZa

opstereSenjemozemodauzmemazbir yun i Ysp ali dabi bilo uniformnomoramodaoduzmemaysyo; jer

I Yun i Ysp 9avec sadze (kroz oderedjanjeintegracionihkonstanti).Dakle:

Yunif = Yun=+ Ysp — Yspoj- (A.19)

odnosno
Yunif = e(e*X e /e 1) (A.20)

Ako sesadavratimo jedn&inamakretanjakod viskoznogfluida ondaje jasnoda zbogtogasto je
najvisi izvod, u ¢lanuviskoznogtrenja,pomn@ensamalim parametromkoeficijentomviskoznostito je
prirodnoocCekiati pojavu grantnogslojau blizini tla. Ovdesemoranapomenutdaje sve ovo zaslutaj
kadanemamdfluks toplote od podloge. Drugavaznaposledicatinjenicedaje najvisi izvod pomnaen
malim parametronje to daje aproksimacijssingularnajer kadae — 0t dolazido skokovite promene
u prirodi diferencijalngedn&ine zaspolj&nji region. Kod unutr&njeg regiona,naprotv, prirodadifer-
encijalnejedn&ine ostajekaoi pre, paimamoregularnuaproksimacijupravog resSenja.Medjutia,mmi
spajanjevrSimotamogdeteleslopiranapromenljva X — 0+ pau tom smisluopetimamosingularitet.

Razmotrimosadaopsti sluCaj grantnogproblemadrugogstepena,

2
% +a(x) :—i +b(x)y=0 (A.21)
pri Cemusua(x) i b(x) regularnef-je nacitavomintenalu 0 < x < 1, uzgrantneuslove y(0) = Ai y(1) =
B. Premaprethodnojproceduripostojedva regionakoji posebnaazmatramo OblastO(g), unutr&nja
oblast,gdeuzimamou obzir uticaj Clanagy” i ostatakoblasti,spoljaénjaoblast,u kojoj zanemarujemo
ey’ Clan. Tako u spoljanjoj oblasti, kao aproksimacijuuniformnog reSenja,imamo reSenjesled€e
diferencijalngedn&ine.

dy.

a(x) dj(p +b(X)ysp =0 (A.22)
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Zaovu diferencijalnyedn&inuimamosamagedangranihi uslov koji je proiz&aoiz postake problema.
Pdstoje ovo diferencijalngednainaprvog redai to homogenadmahmoZzemodapSemoresenije

L b(t) )
X) = B e / O it A.23
ySp( ) p( 0 a.(t) ( )
UnutaroblastiO < x < e, punadiferencijalngedn&inaseaproksimira
d?y dy
W + a(O)& =0 (A.24)

Ovajedn&inaimaresenje:
a(O)x)

Yun(X) =C1+C2 o~ (A.25)
Jednuintegracionukonstantumozemozadaooljiti iz levog grantnoguslova tj.
Yun(0) = y(0) = A (A.26)
Stodaje
Yun(X) =A+Co [e(_a(?x) - 1} (A.27)

Iz oblika reSenjavidimo da je debljinagrantnog sloja redaveli€ine € $to nazn&avzamo saO(g). U
opsStemslucajuvrednosiC, seodredjujeiz asimptotskg spajanjespoljanjey i unutradnjeg reSenja.
Zaunutr&njereSenjeu oblastito zn&i dax/e — +oo grantni procesidaju, zaunutranju oblast

Yun(X) = A—Cy, € — 0+, (A.28)
dok zaspoljanjuoblastimamo
Lb(t)
Ysp(X) = Ysp(0) = B exp [/0 %dt] , €—0+. (A.29)
Ako ZelimodapostojiprelazreSenjaiz jedneu druguoblastmoradavazi
Co=A—ysp(0) (A.30)

Time smodobili obeaproksimacijezaunutr&nju oblastkaoi za spolj&nju. Ovo je prikazanonaslici
(A.2). | kon&no formiramouniformnuaproksimacijukoja vazi zaceodomen.Kao sto smovect ranije
to uradili,

Yunif (X) = Ysp(0) + Yun(X) — Yspoj (X)-
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Racunanje flukse va koliCine kretanja i toplote
pomo ¢u Monin-Ob uhov teorije

B.1 Uvod

Uzmimo opsti slucaj konzenativne veliCine (z). PremaMonin-Ohkuhor teoriji, unutarpovrsinslog
sloja, gradijentnele velicine §(2) je datsled€omrelacijom:

0S -+ Prs S ®s(0)

0Z T Ku z

(B.1)

uz definicije L = u3/[kPwWB], { = z/L 0dnosnoS; = Ws/u;. Prs je Prantlav turbulentni broj, koji u
slucaju fluksakoliCine kretanjaima vrednostl a u slucaju fluksatoplote,vlageili neke drugekozena-
tivne pasvne supstancémavrednost.74. Ukoliko je " izvor" veli€inetlo, kaou sluCajutoplote,vodne
pare,aerosold sl. uzimaseznak—, dok u sICajubrzine, gdeje " izvor' iznadpovrsinslog sloja,uzima
seznak+. Integracijomod z,s do z dobijamo:

F',: s;[ [S(2) — S(z05)] = /Z <DSZ(Z)dz (B.2)

S
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Zaizra&&una/anjeovog integralapogodnagaje napisatiu nestodrugaijem obliku:

/ZOZSGJS(Z)dZ_/Zl 1+ dg(C d _/Z dz /:sl—c;S(Z)dZ (8.3)

z Zos

Prvi integral je deokoji opisujeneutralnustratifikaciju, jer kada({ — 0 funkcija ®s(¢) — 1, padrugi
integral nepostoji.

B.2 Nestabilnai neutralna stratifikacija

Naosno/u empirijskihrezultata(Kanzaseksperiment ostalo)zanestabilarrezim funkcije ®p, i @y,
odnosnadg semoguaproksimiratizrazima:

D= (1+a5-0) Y3

gdevrednosiparametras imarazlicite vrednostizabrzinu (as = 11.5) i zatoplotu (as = 16.5) itd. Prvi
od dva integralau izrazu(B.3) dajelogaritmskufunkciju. Da bi sereSio drugiintegral, nazovimo gal,
zbogoblika funkcije ®s uvedimosmenu:

x= (1+as0) Y3 (B.4)

Stodaje
=(¢-1)/as =>  dl=3dx/as

Sadaintegral | dobijaoblik

X1 _y1 X
IZ/ 1—X a513x2dx: 3xdx
as

s Xo—1 xos L+ X+ X2
Stokon&nodaje
1 2 2x+1 2%+ 1
=3 log L+X2 -3 (arctan—+ arctanL+>
2 T l+xot Xy V3 V3

Kadauzmemou obziri prvi deopolaznogntegrala,log(z/zs), dobijamotrazenurelaciju:

S2) - Sz) =18 [Iog Z —3log 1_1;;’(:);50 +/3 (arctanzx—+ arcta Xj%rlﬂ (B.5)
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Relacija(B.5) uzdefiniciju (B.4) potpuncodredjujeprofil (zavisnostod z) neke veli€ine S, u povrSinslom

sloju, poduslovom daznamosS;. Prilikomracunaja flukseva toplotei koliCine kretanjakoristeti Monin-

Obuhov teorijuimamoproblemstosenepoznateeliCinenalazekaoamgumentitranscedentnifija. Jedan
mogLE pristupje daseraCunradiiteratvno. U prvoj iteraciji najceste seuzimajurelacijekoje vaze za
neutralnustratifikaciju, $to znai w8y = 0 i zau, neki mali broj, recimou, = 10~°. Tako sedobijaju
prve vrednostiza flukseve. Pomau njih seizratunareciprotna vrednostduzine Monin-Oluhova (L)

a zatim koristeti izraze(B.4) i (B.5) izracunavamo nove vrednostiflukseva iz kojih seizratunanova,

recipr&navrednostL-aitd. Ovo semoze ponoriti viSe putadok sene postignezeljenatatnost. Broj

iteracijakoje dajuzeljenutatnostzavisi od gradijentatemperature intenzitetavetra. Prilikom raCunanja
flukseva uzimanoje da su vetari temperaturaszazduhapoznatenavisini od 2 metra. U tabeli (H.1)je
dat potrebanbroj iteracijada bi razlikau fluksevima toploteizmedjudve iteracije bila manjaod 10~°.

Broj iteracijavarira u zavisnosti od parametargroblema,AT, gradijentatemperatura brzine vetra.
Postaljeni uslos zatatnostje prili€no ostar U praksi se obicno zahtea manjatatnostpaje i broj

potrebnihiteracijamaniji. Trebanapomenuttatabelasad#i i slucajese stabilnestratifikacijekoji cebiti

razmatranu sled€emodeljku.

B.3 Stabilna stratifikacija

Analognosemozepostupitii u slucaju stabilnestratifikacije, stim Stosemoranapraiti ograntenje
daseneudjeu rev zim iznadkriticnogRixr broja. Zarazliku od nestabilnogslucajafunkcije ®n, i @y u
ovomrezimulinearnepo swjim argumentimazatoje mogte eksplicitnoresiti sistemjedna&inazafluks
toplotei zafluks koli€ine kretanja.Podjimood izrazazaFy, i F, u slu€aju stabilnestrafikacije.Polazéi
od definicijedwzine Monin-Oluhova

L= uT_ = up
KBgwBy KBgH

gdeje sadasaH oznaenflukstoploteod podloge(wy), teorijaslitnostidajesledé&eizrazezagradijente

brzine
du u, z
& = (L) (B.6)

Znakgradijentabrzineje posledicaznakauw jer vazi

uw
——=U,>0

%
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st JAT,U=[0.1]0.2]05]1.0] 2.0] 5.0] 10.0] 20.0]

-1 -5.0 S| 5|6 | 7| 8|5 4 3
-1 -4.5 S| 5|6 | 7| 8|5 4 3
-1 -4.0 5|56 )| 7| 8|5 4 3
-1 -3.5 S| 5|6 | 7| 8|5 4 3
-1 -3.0 5| 5|6 )| 7| 8|5 4 3
-1 -2.5 4 | 5, 6|7 8]|5 4 3
-1 -2.0 4 | 5|16 | 7| 8|4 3 3
-1 -1.5 4 | 516|874 3 3
-1 -1.0 4 | 5|16 | 8|74 3 3
-1 -0.5 4 | 5, 6|8 | 5] 4 3 3
0 0.0 o000 O0]O 0 0
1 0.5 4 14, 5|96 |4 3 3
1 1.0 4 | 4| 5|7 |10]| 4 3 3
1 15 4 |1 4, 5|6 19| 4 3 3
1 2.0 4 | 4|1 5|6 18| 5 4 3
1 2.5 4 |14, 5|6 12| 5 4 3
1 3.0 4 | 4|1 5|6 10| 5 4 3
1 3.5 4 14, 5|5 9]|5 4 3
1 4.0 4 | 414 5| 9|5 4 3
1 4.5 4 1 4, 4|5 )| 8] 6 4 3
1 5.0 4 1 4, 4|5 )| 8] 6 4 3

TabelaB.1: Potrebanbro iteracija dabi serazlikau fluks&imatoploteizmedjudveiteracije, bila manja
od 107°, zaraznevrednostigradijentatempeature (vertikalnakolona) i intenzitetavetra (horizonta-
lan kolona). Parameterstb je indikator nestabilnosti(-1) ili stabilnosti(1). Kadaje sb = 0 imamao
neutralnu stratifikaciju.
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odnosncinjenicedaje " izvor" koli€inekretanjaiznadgrannogsloja. U slu¢ajudaseimaju obekom-
ponenebrzineU trebadazameniintenzitetsrednjg vetra(U — v/U2+V?2). Zatemperaturimamo:

2 Lo(D) =~} &

gdeje 6, razmertoplote (ranije obelgavan sa®;). Funkcije @, i @y sulinearne u slucaju stabilne
stratifikacije,oblika (1 —5z/L) paimamo:

22 fi-sf] =B fr-e] e

Da bismodobili profile integralimo relacije (B.8) i (B.9) od odgovarajitih zyy i Zgn do visine z, pod
uslovom dasmounutarpovrSinslog slojagdevazi Monin-Oluhov teorija. Tako sedobija:

U [og( 2 _gZ= 2
U U (om) = = [Iog(zOm) 55~ ] (B.10)
_ PH z Z— Zn
©-O(an) = - [Iog<20h> 55 ] (B.11)
ako ozn&imo:
U-U(om=0U i - %ﬁ'@“) YN (B.12)
rt

i uz pretposteku daje z >> zom i Z>> g, relacije(B.10)i (B.11) mozemonapisatikao

_ U Z\ _PoxH
AU = [Iog(zOm) 5 = z] (B.13)

[Iog (%) —5KBgHz] (B.14)
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daljeako zamenimdH /u* sah, dobijamo

1 z h
AU = u, [E log (%) — SBgZu_Z] (B.15)
1 z h
AO=h|=log| — ) —5Bgz— B.16
[K g<20h> g U%] ( )
| kona&nouz definicije:
m_Loa( 2
Ci'= ” log 2o
C=-5Bgz (B.17)

dobijamodve jedn&ine po nepoznatimhii u,
aU=u,[cr+ch| i Ae=h|ch+Ch] (B.18)

Eliminacijah/u? iz ove dve jedna&ine daje:

A A
U onoemo 29 (B.19)
U, h
odnosno
D = A@h (B.20)
U AU +u, (Cl — CQ“)
Stodaje

h
AU =Cfly, +C- (B.21)
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Eliminacijah/u, iz prethodnelve jedn&ine daje:

AO
AU =C'u, +C B.22
VTN (e (B.22)
ili
, [aU (Ch-cC)] AU? -C 2O
u; + U, + =0 (B.23)
crer-c)) o cr(er-cy
Ako sadauvedemooznale
AU (Ch—2c _ AU2-C O
a= H B= i —an (B.24)
Cl (Cl _Cl) Cl (Cl _Cl)
zabrzinutrenjadobijamo:
U=—oq (9)2—3 (B.25)
T2 2 '
Kako je brzinatrenjarealnavelicina, potkorenavrednostmorabiti pozitivna. Dakle moradavazi uslov:
o 2
(§> —B>0 (B.26)
ili
au(cp-2cp)’ alcp(ep-c) (u-cae) ©.27)
2 2 '
alcp(cp-cy)] alcp(ep-cp)]
Ako malopreuredimagorethodniizraz,uslov (B.26) postaje
2
(ch—2cm) \e)
-1> B.28
accr(cp—ch) AUZ (B.28)
| kon&nozamenjuj@i izrazezaC = 53gz dobijamo:
ch—2cm)?

AUZ < 20CP(Cr-Chyz
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Ovo je upravo uslov zapostojanjeke, koji je datu odeljkuRiCardsona broj, preko granatnogRi broja.
Kako je mogite da polaznerelacije za gradijentebrzinei toplote "znaju” za postojanjegrantnog Ri
broja? Informacijao tomesesadgzi u obliku profila funkcijaili preciznijeu nagihu tih profila, a koje
smomi uzelikaodatu,empirijsku,Cinjenicu.

Ako sezanemarrazlikakod visinetrenjazatoplotui koli¢inukretanjastoznai C}" = C*l‘, tada(B.19)
postaje:

AU AO
- == B.
0 H (B.30)
ili
h AG
TR (B.31)
dokjedn&ina(B.22)postaje
J\C)
yalil —_—
AU =C{lu, +CAU (B.32)
| kon&no,zau, dobijamo:
Uy = g [AU —CZ5] (B.33)
azah:
-1 _choej s
h=zm [AU -CZ5] 25 (B.34)

Na slici je dat graficki prikaz flukseva kolicine kretanjai toplote, za stabilani nestabilansiucaj,
racunatihnaosnaou Monin-Oluhov teorije. Visinanakojoj suzadaanevrednostivetrai temperaturge
bila 2 metra.Za parametragn, je uzetavrednosi.1 m. dok je zazg, uzetavrednost0.01m.
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Brzina trenja u nestabilnom i stabilnom rezimu

o
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Fluks toplote pri nestabilnom i stabilnom slucaju
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_2000 I 1 -I 1 I 1 I 1 I
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Slika B.1: Flukseri koliCine kretanjai toplote za nestabilani stabilanrezim zaraznevrednotivetra i
raznevrednotirazlike tempeature vazduhana visini od 2 m. i tempeature tla. U oba slucaja gorniji
panelje zaslabije vetrove a donji zajaCe vetove
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Elementi tenzor ske algebre

U ovom dodatkusudati, bolje reCi pobrojani,nekipojmovi i elementiienzorsk algebre Za detaljniji
prikaz ove oblasatkonsultoati nekuod viseknjigaiz ove oblasti.

C.1 Indeksnanotacija

Upotrebomindeksnenotacijetenzorsk veliCine semoguveomakonciznopisati. Narasno u opStem
slu€aju sve su veliCine tenzorirazliitog reda, s tim Sto za tenzornultog redaimamo specijalnoime,
skalar

S=c (C.1)

zatim zatenzorprvog redaimamoime vektor Skalarisu veliCine koje se karaktersu jednim brojem,
vektorisadva brojau slu€ajudvodimenzionogrostoraili satri brojau slu¢ajutrodimenzionogrostora,
ali u obaslutajaje to jednoindeksnaelitina

V= (C.2)
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gdeje indeksi=1,2,..vet koliko dimenzijaima prostor Tenzordrugogredaje dvoindeksnaveliCina

T=1t];

' (C.3)

doke je tenzortreCeg redatroindeksnaveliina

T = [t]ijk (C.4)

i tako dalje. Swve operacijesa skalarima(trivijalno), vektorimaili opSte reCenotenzorimamozemo
napisatikoristei indeksnunotaciju. Kao prvi primeruzmimoskalarniproizvod dva vektora:

3
A-B=a;b; +azbs+azbz = Zla;bi (C.5)
i=

Kao drugi primeruzmimoadwektivni ¢lan:

oV
V.0V = V10—+V2 ax3 Zl 0)(1 (C.6)

odnosncsamoperatoradwekcije:

S 9

0
+Vo— 0X3 2 Vla—xi

V|:|—V1a a

% +V3—

(C.7)

Uocavamoda kadagod sepojavi isti indeksdva putapo njemusevrsi sumiranjetako daje to u stvari

tzv. nemiindeks. Zato je uswjenakonvencijadakad god seindekspojavi dva putau nekom monomu

ondasepodrazumea sumiranjepo tomindeksuali sesamznaksumeizostalja.
Zbogesteupotrebgedinicnogtenzorauvedenge oznakatzv. Koronelerova & nasledé€i netin:

1=
5.,_{0 2] (C.8)
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Primergdesemaozekoristiti Koronelerova 6-a je u sled€oj relaciji
9 50
0% 0Xy
Cimesmopresli sadiferenciranjgpo x; nadiferenciranjgpo xx. Zbogove relacijetenzordy sejos nazva
I zamenjuj@i tenzor
Drugi Eestokoriscensimbolje tzv. menjaji&i tenzorili simbolLevi-Civita (po ltalijanskom matemattaru)
koji je definisamasled&i netin:

(C.9)

1 i=1 j=2 k=3 i sve cikl. pem.
gik=4q —1 i=1 [j=2, k=3 i sve cikl. pem. (C.10)
0 odalo

Naprimerdabi sevektorskiproizvod napisaau indeksnojnotaciji morasekoristiti ovaj simboljer:
(AxB); = & jkA;j Bk (C.11)

Kao drugi primerrelacijeu kojoj sejavlja tenzoreg;jx mozemodanavedemoraz\oj determinanterecey
reda:

up Uz U
VioVioVio| =&k UiViW (C.12)
W1 Wo W3

C.2 Simetrini i antisimtericni tenzori

Definicija
Simetrtantenzorje tenzorkoji nete promenitivrednostako indeksii i j zamenaemesta.Ako pri za-
menimestaindeksa i j imamopromenwznakakod odgovarajltih komponenttadaje to antisimetréan
tenzor Navedimo,bezdokazasled€u teoremtuiz tenzorsk algebre:
TeoremaSvakitenzorsemazerastavitina simetrtni i antisimtertni deo. Naprimer
ou; 1[0y ady; 1[0y Aduj
=222 (C.13)
X 2[0xj 0| 2]|0x; O0x
U prvoj zagradie simetrtantenzotjer ako indeksii i j zamenenestavrednosizrazasenece promeniti.
Ako seu drugoj zagradiuradito isto vrednostizrazate dapromeniznaktj. u pitanjuje antisimetr€an
tenzor
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C.3 lzotropnitenzori

Definicija
Tenzorsenazia izotropnimako mu sve komponenteostanunepromenjen@ri proizwljnoj rotaciji
koordinatnihosa.

Teorema
Svakiizotropni tenzorsemazenapisatikaolinearnakombinacijaizotropng tenzoa drugay reda

Posledicaovoga je da su jedini izotropni tenzori neparnogredatrivijalni tenzori(svi elementisu
nule).

Primer1l.
Opsti oblik tenzoradrugogredaje:

T; =C g (C.14)
Primer2.
Opsti oblik tenzoratetvrtogredaje:
Tijk = C18ij0k + C20idji +Cadii djk (C.15)
C.4 Vezbe
Zadatakl
Dokazati:
Oij = ik - Eijk =0
Zadatak2

IzratunatikomponentdenzoraSestogeda

&ijk " €Imk

Zadatak3
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Dokazati:
ijk - Eijk = 20ik

Zadatak4
Pokazatidatenzoridi i &jk ostajuinvarijantninarotacijekooordinatnihosa.

Zadatak5
Pokazatidaje tenzore;jk - €mk izotropan.
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|Izvodjenje jednacine za turb ulentn u kineti Cku

energiju
Polazimood jedn&inazatrenutnevrednosti
ot . oG 0 . . ~ 0%
- 0 axk+5|lmflum “x [5ikp]—5i39if39+"a—x§“i (®.1)
a—é+a % _ a5 (D.2)
ot Ko o '

gdeje sap obelgentzv. kinematcki pritisak, kolicnik pritiska p i gustineppg. Ako sadarastaimo
trenutnuvrednostl; nasrednjuvrednost; i odstupanjed srednjevrednosti(fluktuacije)u;

Gi = Ui +u; (D.3)
i analognaostalevelitine,dobijamo:

au. +3 au. -I-Ukau' +Ukau' -I-UkaU' +Uk +€||mf|Um+8||mf|Um
(D.4)
= —& [oiP] — & [Bik P] — 6i30iBO — 6i30i Be+V—2U| +V—2U|
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Ako sadaprimenimooperatorosrednjganjadobijamo:

oU; oU; ou; 0 02
ot Ukan+ukan+£”mf|Um__R[6lkP] 6|3g|BG)—|'VaX§U

Jednéine zafluktuacijedobijamoako od (D.4) oduzmemdD.5):

oy; o; U, oy; ouy; 0 02

at T Yo T U T %axe T Yaxe

Ako sadaovo napBemo.ali zakomponentrzinesaindeksomj imamo

ou; ou; GUJ ou; oup 0 o d
P kaxk+ % Uks— + Ejimfium = 0Xk[61kp] 0j30jBO+ V==

+ Ug=— e e

Pomnaimo sada(D.6) sau; a(D.7) sau; i potomih saberimo.Tadasedobija:

oui oy

U
U B+ U G+ U U + ujui B+ GU G+ Uik )+ Uy G

T ou oui ou;
—UjUig + uiuka—xi — uiuka—xl‘( + Uj€iim fi Um + Ui&jim fi um

—Uj&[éikp]—l]i& [8jkp] — BiagiBOU; — 2'),39,[39u.+vuJa u.—l—vu.axkuJ

+ Ugz— — Ug=— + Eilm fi Um = ~ox [6ikp]—6i3gi89+va—xi%u|

a2

(D.5)

(D.6)

(D.7)

(D.8)

Konanoako uzmemou obzirjedn&inu kontinuitetai pravilo o difrenciranjuproizvodamozemoadwek-

tivni landanapBemou fluksnomobliku. Tadaprethodnaealcijapostaje:

oU; oy ou au;
uJ U|+Uka Uj Ui+ UjUk 35t + Uik 'JrukaxkuJ U — ulukaxk_ulukaxi

+U;Eilm i Um + UiEjim fium = —& [Sik puyj] — [6JkpU] +p [auJ 3;‘;]

o0
—&i30iBBUj — 0j30; BOu; — aii 3;; +Vaa—xizuiuj

(D.9)
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Kona&no, nakon osrednjaanja,dobijamojedn&ine zaRejnolds@e napone:

— - U , —0U;
i’j +Uk&Uin + Ul gy, + Uilikgy, + &Uj UkUi =+ U;j€itm fi Um + Ui€jim i Um

ISICY

— — 35 18P — % [kPT] + | 52 + ] — 3100 BBU; — 30,0 (D.10)

—v +Vaa_ngrui
Drugi deoizrazaza viskoznotrenje je mnogomaniji od prvog jer je prostornirazmersrednjihveliCina
mnogomaniji od prstornog-azmergroizvodafluktuacija. Premaodeljku Prostornei vremens&razmee
kod homaenei izotropneturbulencije prostornirazmetrfluktuacijaje razmerkKolmogorawaa(n) arzmer
srednjihvrednostie integralnirazmer(L). Uzimajuti ovo u obzirrazmeri€lanovai koji sepojavijuju kod
izrazazaviskoznotrenjeiznose:

auj ou; - q2

TR (D.11)
i

02 2

aXELhUJ L2 (D.12)

Ako sadaoznaimo saq? dvostrukuvrednostturbulentnekineticke enegije, o2 = U2 + V2 + w2, nakon
kontrakcijeindeksai i j kon&nodobijamotrazenurelaciju:

& (3%) + Uiy (39) + 33Uk U2 = — 32 [BiPU] — u.ukaxk 330 BB — vg_;kg_;'k (D.13)




Teorema  abc< ,/a? [@ _ b_cz}

Teorema
Dokazati:

abc< 1 /a2 [@—Eﬂ (E.1)

Dokaz
Prvo uotimo dazaproizwljnu srednjuvrednostC vazi:
abc= a(bc+C) (E.2)
Zaista:
a(bc+C) = abc+ aC = abc+ Ca= abc (E.3)

Ako sadaprimenimoSvarc-ovu nejednakst:

fo@2 > ol (E.4)
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natrostrukukorelacijudobijamo:

ab¢ = a(bct C)- < a2- (bct C)2 = a2 (boj2 + 2+ C?| (E.5)

Kako ovo vazi zasvaku srednjuvrednostyazicei zaC = —bc, atadaje

abd < 2. [W_&Z] (E.6)

Stoje trebaloi dokazati.
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Ergodiska teorema, jedan dovoljan uslov za
njeno vazenje

Da bi sedefinisagedandovoljan uslov zavazenjeErgodisle teoremeprvo cemodokazatiemu:
Lema

Akojet=t"—t"i R(1) autolorelacion&gunkcija za stacionarnuturbulencijutadaje:

i/T /T R(T)dt/dt" — E/T (1- =) R (F1)
T2 Jo Jo T T '
Dokaz
Ako uz
T=t"-t (F.2)
definBemoi

t=t"4t (F.3)
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tadavazi:
t=1+2t (F.4)
| obrnutozatekuwcavremena’ i t” tadavazi:
t—71
t' = — (F5)
i
t+1
=12 (F6)

Iz prethodnilrelacijasledidasut = cong linije:

t" =1+t (F7)
dok sut = cong linije:

t"=t-t (F.8)

llustracijatih vezaje datanasledéoj slici gdesuprikazandinije T=0,T= J kaoi linjet = J it =T.
Ako sadasmenedefinisaneelacijamaF.5i F.6 zamenimau

Slika F.1: Odnosdvakoordinatanasistemat’ i t” premat, 1)

1 T T ! n
= /O /O R(1)dtdt (F.9)

dobicemo:

L R e dtd F10
A [rowa -2 [ronan o
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gdeje Jt jakobijantransformacijgt’,t”) u (t,T)

ot'ot” ot'ot” 1

=5t or Tarar 2 (FL1)
Tako dobijamo:
2 T1 2T—1 2 T T
— =R t=— 1--)R F12
2 [ e [ a2 [ (1) o 1o
Cimeje zavrSendokazleme.
Ergodiskateorematvrdi da:
(0% = limT_ 4o 2 fo GO (t)dt = T = limn_ 4o SN T9(1) (F.13)

gdeje (%) srednjakpo vremenua G srednjakpo ansamblu. Mi temodokazatida pod odredjenim
uslovima (i) —G—0ako T — 0.

Dokaz

Ukoliko je intenval merenjaT kona&andefinSimoveli¢inu E® kao:

E% — % /0 T () dt — (@) (F.14)

étaje njensmisac? To je greskakoja bi senapraila ako bi sesrednjavrednostdobijenazakon&no T
proglasilasrednjomvredn@&tu zaneogranenuduzinu merenja.Premanjenojdefiniciji je:

(E%)2 = [% /OT 0 (t)dt — <a°‘>}2 (F.15)

Stacesedesiti sa(E%)? ako broj realizacijaansamblaeogranienoraste? Ako izratunamanjensredn-
jak poansamblu:

(E9)2 = [% /OT o (t)dt — <au>]2 (F16)
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Kako je 0% — 0% = u® odstupanjefluktuacija),i postosuoperatoriosrednjganjai integriranjakomuta-
tivni vazi:

1 rT T
(E"2 == / dt’ / dt"u(t’)u(t”) (F17)
T Jo 0
Sto, premaprethodnadokazanojemi, postaje:
2 (T T\
a2 _ < -
(E") = T/o (1 T)u(t)u(t—l-T)dr (F.18)

Sadaako T — +o imamosledé&u procenu:

U2\

(E2~

(F.19)

koja odmahdajedovoljan uslos za(E%)2 — 0 ato je daje A ogranEenojer tadaispunjeno:
T 4o ; (0*)y—0—0

Nakraju mozemodati jedanalternatvni iskazemgodisle teoremeato je iskazdajedan,veomadugaak,
vremenskniz mazematretitrati kaoN realizacijaistog eksperimenta
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Businesk aproksimacije

Busineskaproksimacijgpolaziod ideje da sedeopolja gustinekoji je odgosoranza postojanjesile

gradijentgpritiska,atimei kretanjamozesmatratkaoporemeé&aj (perturbacijapsnanogstanja.Uopste
zaswe termodinanike velicine pretpostanljamo:

Po+p
To+T
Po+p
B+ 6

(G.1)

Do Ot
I

uz uslove

Po>> P
To >> T
Po>> P
Boi >> 6

(G.2)

Dalje, osnarno stanjese karakterse odsustem kretanjasto zn&i da je horizontalnakomponentasile
gradijentgpritiskanula,a u vertikalnompravcu seuspostalja hidrostattkaravnoteza. Dakle:

1 dpo
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1 6po
O=-———"7 G.4
Po 9y ©4)
_ 10po
0= 05 02 g (G.5)

Termodinantke veliCine osnwnog stanja,kao jednogfizicki moglEeg stanja,nezaisno zadwol-
javaju jedn&inu stanja:

Po = RpoTo (G.6)
adefinicijapotencijalngemperaturelaje:
ew:m(g@)K (G.7)
Po

Zbog uslova (G.5) izvrSicemolinearizacijutermodinamtkih relacija, jedn&ine stanjai relacije za po-
tencijalnutemperaturuTadajedn&inastanjapostaje:

Po+ P=R(po+p)(To+T) (G.8)
azbog(G.6)vazi:
p_p T
S I G.9
Po Po To (6.9

i analognaelacijazapotencijalnuemperaturypostaje:

6 T p

= — K= G.10
B To po ( )

Eliminacijomodnosar /Ty dobijamo

(G.11)
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Drugi Elannadesnojstranije mnogomaniji od prvog tako dasedobijarelacijaizmedju6/6 i p/po

0 P
— o~ G.12
8o Po ( )
IzvrSimo saddinearizacijutreCe jedn&ine kretanjatako Stou jedn&ini:
ow ~1oap
Eﬁ—...— 0oz g (G.13)
razlazimop i p. Ako sezanemare&lanwi viSeg redakoji poticu od razwjaizrazal/(po+ p) u red,za
desnustranusedobija:
1dp 1 P\ (9P  0p
ili
1@ _i% 1dp podpl oJplop

= = === - + G.15
p oz 9 Po 0Z pPo0zZ Po0zpo OZpPoPo 9 ( )

Konano,kadauzmemau obzir jedn&inu stanjai hidrostattku relacijuzaosnwno stanjei zanemarimo
proizvod odstupanjad osna/nog stanja pretposlednjtlanu prethodnorelaciji, dobijamo:

10p 10dp p

——+0g=——-+0— G.16

poz 97 pooz " Ipg (G.16)
koja zbogrelacije(G.12)dobijakonaanoblik

10p,  _10p .0 617

BaZ g_pan 6o

Razlogzasto je ostaoclan koji je srazmerarporemé&enju, p/po 0dnosnoB/Bp, je Stoseon javlja kao
deoproizwodaciji je drugi produktg. Kako g ne postojiu prve dve komponentgedar€ina kretanjatako
nemani Clanap/po i zatosesretei sled€a definicijaBusineskaproksimacije Busineskaproksimacija
zn&i zanemaritiodstupanjagustineod gustineosnwngy stanjasemkadaje odstupanjgpomn@enosa
g . Nakraju napsimodeosistemgedna&inakretanjakoji ilustruje Busineskaproksimaciju:

ou ~1lop

T oo e (G.18)
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ov 10dp

— 4. =——— A

P + 05 3y (G.19)
ow l1op 6

.= ——C4g— (G.20)
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Osnovi dimenzionalne analize

H.1 Uvod

U nekim oblastimadinamike meteorologije- ovde narcito imamou vidu proceseu prizemnom
slojuatmosferalakleupravo u mikrometeorologiji-Cestonemazemopolazé€i odfundamentalniiedna&ina
hidrodinamile da dobijemozakonekoji opisujupojave ili velic¢inu koja nasinteresuje.Tadasmoprin-
udjeni da vetu paznju poklonimo eksperimentalnimmetodama. Pri tome je Cestood velike Kkoristi
koristenjemetodadimenzionalneanalize;njime se moze prethodnodobiti dostainformacijao dopus-
tivom funkcionalnomobliku medjusobnezavisnosti posmatranihveli¢ina. Ovakva analizase obavlja
jednostano i bezmnogonapora. Poredtoga, rezultatiove analizevet i samiza sebemoguda budu
veomapoltni, a obicno mnogoolakSavaju kasniji eksperimentalntadatak.Osnoi metodadimenzion-
alneanalizete seu ovoj glavi neStodetaljnijeprikazatii dace seneloliko jednostanih primera.

H.2 Dimenzionalnei bezdimenzionalneveliCine

FiziCke velitine, koje posmatramau fizici i u dinamttkoj meteorologiji, izrazavaju se jednimiili
saviSe brojeva. Npr. temperaturase izrazava jednim brojem; brzina, posmatran&ao vektor, satri
broja, itd. Ako ovaj broj ili brojevi zavise od mernihjedinicaizabranihprilikom merenjate velicine,
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onasenazva dimenzionalnom.Uz broj je tadauvek potrebnojoS i reti u kojim mernimjedinicamaje
posmatrandrojnavrednostdata. Npr. odstojanjedve tatke moze daiznosi2,3 metra,ili 2,3m. Daje
kaojedinicazamerenjeduzine bio ovde uswjen santimetarbrojna vrednostposmatranogdstojanjabi
bila drukZija. VeliCine Cija brojnavrednost,naprotv, ne zavisi od izboramernihjedinica, nazvaju se
bezdimenzionalnimNpr. ako ugaoa definemokaoodnosduzinelukasi odstojanja, tj.

o= (H.1)

S
r
ugaoa ¢e dabude bezdimenzionaln&eliCina. Njegova brojnavrednostne zavisi od izborajedinice
zamerenjedwzine luka i odstojanjai poslebrojnevrednostiuglaa, npr. 0,12 nije potrebnoreti koje
mernejedinicesutu koristene. Brojnavrednostposmatranogigla je istabezobziradali duzinu luka
i odstojanjemerimou metrimaili santimetrima.Nije teSko uvideti da veli¢ine postajudimenzionalne
ili bezdimenzionalna stvari samokao posledicadogorora, tj. uswjenedefinicije. Mogli smous\ojiti
drukgiju definiciju ugla, po kojoj bi seuglovi merili stepenimadli brojemnekih drugih, vetih uglova,
npr. pravih. Tadabi ugaobio dimenzionalnaveliCinai njegova brojnavrednostbi zavisila od izbora
jedinica za merenje. Isto tako, mi smo se mogli dogovoriti da je duzina, po definiciji, uvek odnos
posmatranalwzine i neke drugeuvek iste jedinice za duzinu, npr. dwzine od 1 metar Tadabi duZina
bila bezdimenzionaln&elic¢ina. Prematome, pojmovi dimenzionalnihi bezdimenzionalnilvelic¢ina su
relativni, tj. odnoseseuvek naprethodnauswjendogovor o definiciji tih veli€ina.

H.3 Osnovnei izvedeneveliCine

Raznefizicke veliine sumedjusobn@ovezanedefinicijamaili zakonimau obliku jedn&ina. Zbog
toganije potrebnoani pogodnonezaisnodefinisatijedinicezamerenjesvih veliCina; svakaod fizickih
jedn&inasemazeiskoristiti zadefinisanjgedinicezamerenjgedneod velicina, nakon Stosuutvrdjene
jedinicezamerenjepreostalitveli¢inau toj jedna&ini. Npr. standardnpostupakie dasedefinicijabrzine

_ds

V= i (H.2)

nalon stosedefinBujedinicezamerenjedwine (predjenogoutas) i vremena, koristi istovremena za
definisanjgjedinice za merenjebrzine: to je brzinakojom se predjeniput povetava zajedinicu duzine
po jedinici vremena. Kadaje ovako utvrdjenajedinica za brzinu, definicija ubrzanjase na analogan
natin koristi zadefinisanjgedinice zaubrzanje.Posleovogase,ako sejos definSei jedinicazamasu,
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prvi Njutnov zakon moze koristiti za definisanjgedinice za silu. Na ovaj n&in se, polaz&i od neko-
liko u pocetkuuswjenih nezaisnih mernihjedinica,mogupogodnimredosledondefinisatijediniceza
merenjesvih ostalihveli€ina.

Velicine Cije semernejedinicepri ovakvom postupkuu potetkunezaisnodefinBui kasnijekoriste
zadefinisanjgedinicaza merenjedrugihveli€¢ina, nazvaju seosna/neveliine Veli€ine €ije semerne
jedinicedefinBukoriste&i zavisnosttih veliCinaod osnarnih, nazvaju seizvedeneveliCine.

U mehanicije uobiCajenizbortri osnane velicine. U tzv. fiziCkom sistemuveliCinazaove osnane
veliCineuzimajuseduzina,masa vreme,simbolicki ozn&enoL,M i T. Nakonizboraosnanih veli€ina,
joS uvek semoguproizwljno izabratiosnasne mernejedinicezate veli€ine. Skuptakvih osnavnih i od
njih izvedenihjedinicazove sesistemjedinica. Npr. u CGSsistemuyedinicaosnane mernejediniceza
duwzinu, masui vremesusantimetargrami sekundal internacionalnonsistemuedinica,skracenoSl,
osna/ne jedinicesu metar kilogrami sekunda.Drugi izbor osnarnih veli€ina sevrsi u tzv. tehnckom
sistemuveli€ina, gde se za osnane velicine uzimaju dwzina, sila (K) i vreme,saosna/nim mernim
jedinicamametar kilogramtezine i sekundajvaj sistemjedinicanaziva se MKS sistem. Moguce je,
nara’no, definisatii drugesistemeosnanih velicinai mernihjedinica.

Ako sepromeniizbor mernejedinicezanekuosnanu veli€inu, promenge sei brojnavrednostkoju
u nekom odredjenonsluCajuimata veliCinai eventualnoi brojnevrednostidrugih veliCina koje od te
osna/ne velicine zavise. Npr., ako seizaberec putamanjamernajedinicaza duzinu, brojnavrednost
odstojanja, izmedjudve taCke, Ce seuvetaticr puta. BrojnevrednostidrugihveliCinamogusepri tome
menijatii nakomplikovaniji natin. Razmotrimoopsti sluaj gdeseistovremenomogupromenitimerne
jedinicesvih osnarnih velic¢ina. Uzmimodasmoseopredelilizaizbor osnarnih veli€inaay, as,...,a¢ sa
simbolitkim oznakamahy, Az, ..., Ax. PosmatrajmmekuveliCinu a, kojamoze dazavisi odtih osnanih
i drugihizvedenihvelitina

a=a(a1,ay,...,a, i1,-->an) (H.3)

Izaberimosadanove jedinice za osna/ne velicine, i to takve da u njima vrednostiveliCinaa;, ap,...a«
iznoseq az, 0 ay,... 0k ak. Ako pri tomeveliCinaa dobijevrednost:

n n n
a(0,0z,...,0k) = 07'ay” ---afa(l,1,...,1) (H.4)
gdesung, ny, .., Nk neke konstantekaze sedaveliCinaa ima"dimenzije”

AT AT ... A (H.5)
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PremaMaks\welu, dimenzijasemoze napisatii u obliku:

[a] = AT AR -+ A (H.6)

Uglastezagradese ovde Citaju "dimenzije od”; ako se smatrada to nete dovesti do zalune uglaste
zagradesemogui izostaviti.

Uoctimo daova definicija pojmadimenzijadozwljava ne samomogitnostda faktori a budu Ciste
brojne vrednosti,vet i mogLEnostda su nove jedinice takve da se veliCine a1, ay, ..., a pretwarajuiz
dimenzionalnihu bezdimenzionalné obrnuto. Npr. mogLE je izbor novih jedinicaza dwzinu kao Sto
je opisanou primerunakraju proslog odeljka,gde sedwina define kao odnosprvobitno posmatrane
dimenzionalneluzine, recimoa, i duzine od 1 metar Tadabi nova duzinaa/(1m) predstaljala bezdi-
menzionalnweli€inu i ako sunpr. prvobitne mernejedinice za duzinu bile santimetri,faktor bi imao
vrednostl/100cm. Moguénostovakwog izborakonstantice biti kasnijekoriscena.

Dimenzijeosnanih veliCinasuocigledneiz definicijepojmadimenzija.Dimenzijeizvedenihveliina
semoguustaneiti iz njihovih definicijaili drugihjedn&inau kojima seonejavljaju. Npr. iz definicije
brzine,analiziranjenposledicamanjenjgedinicazadwzinui vremeuvidjamodabrzinavimadimenzije
LT 1. Razmatranjave vrste pokazujudasedimenzijenekog Elanafizicke jednaine mogualgebarski
izraCunavati iz dimenzijaveliCinaod kojih je ovaj Clansastaljen. Zatim, postooblik fizickih jedna&ina
nesmedazavisi od izboramernihjedinicazaosna/ne velicine,uvidjamodadimenzijesvakog Clana(tj.
sabirka)nelefizicke jedn&ine morajudabudujednale; jedinotako cesevrednostipojedinihtlanosa pri
promenijedinicamenjatinaisti natin. Ovo je "princip dimenzionalndhomogenostifizickih jedna&ina,
postaljen od stranefFurijea.

U mehanicise, kaostoje reCeno,obicnokoristetri osnarneveliine. Ovaj izbor brojaodtri osnane
veliine, medjutim, nije neophodarvet secini iz praktitnih razloga. Umestotri moglo bi seodabratii
viSeosnanih veli€ina. Npr. sila bi mogladabudedefinisangao osnanaveliCinanezaisno od prvog
Njutnovog zakona, recimokao sposobnosta proizvodnju kretanjaa jedinicaza silu ondaeksperimen-
talno definisananekim etalonom,npr. koristeti elasténostnekog, uvek istog materijala. Prvi Njutnov
zakon bi tadaustaneio dauvek postojisrazmernosizmedjusile i proizwvwdamasei ubrzanjatj. on bi
moraodabudenapisaru obliku

F=cma (H.7)
gdeje F sila, mmasaa ubrzanjej ¢ konstantéoja bi imaladimenzije
2
] =K-— (H.9)

ML
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gdeje K dimenzionalnsimbolzasilu. Brojnavrednosdimenzionalndonstante, pri nezaisnoj defini-

ciji jedinicezasilu, gotovo sigurnonebi bila jednakgedinici. Mogle bi se,naanalogamatin, definisati
i drugenove osnarne velicine. Svako pavetanjebroja osnarnih veliina, medjutim, zahtealo bi uvod-

jenjepo jednenove univerzalnedimenzionalné&onstantekao Sto je bio slucaj u gornjemprimeru. Kao

Stoje, po cenuzavodjenjapo jednenove univerzalnedimenzionaln&konstantehpilo mogLte povetavati

zapo jednubroj osnavnih velicina, tako isto semaozei smanjvati broj osnarnih veli€ina eliminisanjem
postoj&ih univerzalnihdimenzionalnitkonstanti.U tom smislu,npr. mozemoiskoristiti Njutnov zakon

gravitacije

m

F=y 2

(H.9)

gdeje F intenzitetsile kojom seprivlate masem, i m, kadasenalazenaodstojanjur, ay univerzalna
konstantall uobicajenomfizickom sistemuweliCinaonaimadimenzije

M =M"13T2 (H.10)

Umestosto nezaisno definsemojedinice zadwzinu, masui vreme,mogli bi danezaisno definsemo
samojedinicezaduzinui vreme,adaiskoristimoovaj zakon zadefiniciju mase.U tom sluajubi zakon
gravitacije napisaliu obliku

_ MMy

F 2

(H.11)

tj. izostavili bi univerzalnudimenzionalnikonstantwy. Uz F = mya; (ili mpay) jedinicamasebi tadabila
onakoja istu toliku masu,udaljenuzajedinicu odstojanjapriviaci toliko darezultujite ubrzanjedaje,
pojedinici vremenapromenubrzineod jediniceduzine po jedinici vremenaMasabi u takvom sistemu
imaladimenzije

[m = L3T 2 (H.12)

| drugeuniverzalnedimenzionaln&onstantebi smomogli iskoristiti za dalje smanjenjeébrojaosna/nih
veli¢ina. Ovakwe konstantesu npr. brzinaswetlosti u vakuumui kinemattka viskoznostvode. Ovim
putemmogaobi sedobiti sistembezosnwnih veliCinai prematomenezaisan od proizwljnih defin-
cija mernihjedinica. U ovakvom sistemujedinice svih veli€ina bile bi odredjeneraznim apsolutnim
fizickim konstantama swe bi veliCine bile bezdimenzionalnel poredizvesnihprednostinezaisnosti
od proizwljnih mernih etalonai estetsk dopadljvosti, nemamnogoizgledada ¢e upotrebaovakvog
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sistemapostatiuobicajena. Veliki broj mehantkih procesanije ni u kakwj vezi sauniverzalnimkon-
stantamakoje bi tu slwzile za definisanjegjedinica, pa bi jedinice sistemabez osna/nih veli¢ina cesto
imale vestaki karakter Kod sistemasaosna/nim velicinamaje pogodno3to postoji moglenostizb-
oraraznihosnwhnih jedinicau raznimoblastimafizike. Najzad,dimenzionalnosfizickih veli€ina, kao
Sto ce sevideti, semoze iskoristiti zaizvodjenjeraznihkorisnih zakljutakaputemjednostane analize
zasneanenadimenzijamgosmatranitvelicina.

H.4 Dimenzije fiziCkih veliCina

Pokazéaéemou ovom odeljku da svaka fiziCka veliCina ima dimenzijeu obliku (H.6) tj. u obliku
proizvodastepenganih dimenzijaosnarnih velicina. Ovo, kako éemovideti, obaveznoslediiz zahtea
da odnosdve brojne vrednostineke fizicke veliine ne smeda zavisi od izbora jedinica za merenje
osna/nih veliCina. Npr. bezobziradali sekaoosna/najedinicazadwzinu izaberesantimetaili metar
zahteeamodaodnosbrojnih vrednostidveju povrsinabudejednak.

Posmatrajmamekufizicku veli€inu a; radi kratkote pisanjapretpostaimo da je onafunkcija dveju
osnwnih veli€inax i y, putemzavisnostiod promenljvih X1, Xz, ..., % i Y1,¥2, ..., Ym-

a= f(xg,..,X;:Y1,.--,Ym) (H.13)

Npr. velicine x1, X, ..., X, mogudabudu neke duzine, a veli€iney, ys, ..., ym nekavremenaduwzine itd.
Uocimo daje u (H.13) ukljutenai mogLenostzavisnostiod veliCina izvedenihpolaz&i od osnarnih
veliCinax iy, jer je svakatakva izvedenavelicina funkcija izvesnogbroja promenljvih, X i y,. Raz-
matranjekoje sledisekonceptualnaiStane menjau slucaju davelic¢inaa zavisi od proizwoljnog broja
osnanih veligina. Ozna&imo saa vrednoskoju velitinaa imakadapromenljive x i y imaju nele druge
vrednostiX iy, tj.

& = f(Xy,r, X3V, Yin) (H.14)

Ako sadaizaberemmove jedinice zaosna/ne veli€inei to takve dau novim jedinicamaveliCinex i y
dobiju vrednostiax i By, odnosa /a, kako smoistakli, nesmedasepromeni.Prematome,

i’ _ f(XI]_,’X;fyllaay:”n) — f((xX’l,,(XX;,Byll,,By:”n) (H15)

a  f(Xg,-es X3 Y1505 Yim) f(OX1yeeey 00X 5 BY1y -ee5 BYm)
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Odardedobijamo

a(mp)  a@p)
YLD~ acD — @B (H.16)

jer je posmatrankoli¢nik, o€igledno,nezaisan od posebnogzboravrednostipromenljivih x i y; pa
moze samoda bude nekafunkcija faktoraa i B. Poredjenjerezultata(H.16) sa(H.6) pokazujeda bi
moglo biti korisnoda pokusamoustaneiti oblik funkcije . U tom cilju napsimo (H.16) zaslucaj kada
faktoriay i B1. imaju neke drugevrednostitj.

a(ag, )
a(1,1)

= ¢(01,B1) (H.17)
Deljenjem(H.16) sa(H.17) dobijamo

¢(a1,B1)  a(ag,Ba)

Desnustranumozemoswestinaizrazekao(H.16). Naime,kadau koli¢niku nadesnojstranieliminiSemo
X 1 y; definicijama

aiX =X, Bii =¥ (H.19)
dobijamokoristeti (H.16)

"o B

a@,p) a@g) a B

a(oy,By)  a(Ll) (0(_1’@) (H20)
Iz (H.18)i (H.20)imamo
¢(a,p) . a B
o(ag,B1) (0(1’[31) (H.21)

Kada, pri nekim odredjenimvrednostiman; i 31, uzmemototalni diferencijalleve i desnestraneove
jedn&ine,dobijamo

do(a,p) _ 99(a/a1,By/B) da  0¢(a/as,B1/P) dB (H.22)

d(az,B1) d(a/ay) o1 oB/B)  B1
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Pastosua i By, proizwljni, mozemoovde izvrSiti granitni prelaza; — o i 1 — B. Ako uvedemo
oznale

lim M —p (H.23)
a1—=a,Bi—p a(al)
[
B
% (& §)
lim =q (H.24)
a1—o,B1—p a(Bﬁ)
dobijamotada

o(ag,Br) P qu

Odavde, nalon integrisanja,dolazimodo
Ing = plna+qlnpB+c (H.26)
Pastoje, prema(H.14),zaa =B =1, ¢= 1, vidimo daje C = 0. Tako zaoblik funkcije dobijamo:
b = aPpd (H.27)
Ovaj rezultatmozemo,opetprema(H.14), napisatiu obliku
a(a,B) = aPpla(1,1) (H.28)

Zaslutaj davelicinaa zavisi od proizwljnog brojaosnwnih veli¢inaas, az, ..., a naisti natin vidimo
da,kadaosnarnevelicineizboromnavih jedinicadobiju vrednostia; a;, 0 ap,... Ok ak veliCinaa dobije
i vrednost

a(ay,ay,...ax) =afal---oa(1,1,...,1) (H.29)

gdesuny, ny, ..., Nk neke konstante Prematome,svakafizickavelicinaima, kaostosmoZeleli pokazati,
dimenzijeu obliku proizvodastepenwanih dimenzijaosnanih velicina.
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H.5 [1teorema

FiziCki zakoni, moze sauopste reci, predstaljaju funkcionalnezavisnostiraznihveli€ina. Brojne
vrednostitih veli€inai ¢lanora koji su od njih formirani obi¢no zavise od izborajedinicaza osnane
veliCine, a ovaj izbor je, kao Sto smovideli, proizwljan. Mozemo,zato,otekivati daje zanele svrhe
pozeljinodasefizicki zakoni, ako je to mogLee uciniti, napsuu obliku u komebrojnevrednostipojedinih
Clanova ne zavise od izborajedinicazaosnanevili Cine.

Dabi smorazmotrilisituacijuu tompogledu posmatrajmaimenzionalnweliCinua, kojaje funkcija
dimenzionalnihveli¢inaay, ay, ..., an

a= f(ay,a,...,a, &1, ---,n) (H.30)

Smatr&éemoda (H.30) opisuju neki fizicki zakon, 5to ¢e da se ogledau zahteu da datafunkcionalna
zavisnostne smedazavisi od izboramernihjedinicazaposmatraneelicme. Drugim reCima, u svakom
sistemyedinicaoblik funkcije f moradabudeisti.

Nekaod dimenzionalnitveliinaay, ap, ..., a, njih kimaju nezaisnedimenzije;smatramalaneza-
isnedimenzijeimaju velic¢ine kod kojih sedimenzijenijedneod veli€inane moguformirati mnazenjem
i stepenwanjemiz dimenzijapreostalihvelicina. Broj veliCina sanezaisnim oCiglednomoradabude
manijiili jednakbroju osnarnih veli€ina. UzmimojoSi dasmou (H.30) veli€ine ay, ay, ..., a, poredjali
tako dasudimenzijeprvih k veli¢ina,a;, ay, ..., ax nezaisne. Premaome,dimenzijeveliCinaas, ay, ..., a,
moguseizraziti pomdu dimenzijaveliCinaay, ay, ..., ak

Izaberimoveli€ineay, ay, ..., ax zaosnwnevelic¢inei uvedimozanjihove dimenzijeoznale

[a1] = [Ad], [82] = [Ad], .-, [&] = [A] (H.31)

Dimenzijeostalihvelicinatadamaozemonapisatiu obliku

(2] = AT AZPALK

[aws1] = ADTARZ AR (H.32)
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_ A9 A2 AGk
[an] = A{'ASA
gdesumy, my, ..., M, ..., 4z, 0, ..., Gk konstantelzaberimosadanove mernegjedinicezaosnwnevelicine
ay,ay,...,8 i to takve dau novim mernimjedinicamavrednostiveliCinaas, ay, ..., a iznose

8y = 0181, 8 = 028, ..., & = Okdk (H.33)

Time se,istovremeno,promene vrednostiizvedenihveli€inaay, 1, ...,an, prema(H.29)i (H.32) onesu
sada
a =af"ay?---apka

P1~ P2

ak+1 =003 Cx|E)kak+l (H.34)

_ Iy Ok
an_a ay - a

Oblik funkcije f, medjutim, kao $to smou pacetkuistakli, ne smeda se promenizbogizboranovih
jedinicazaosnane veliCine, tj.

!
a = f(a1a1, 008, ..., Okak, 0] ab? - - - o a1, ..., aF 0 - - - o ¥ an) (H.35)

UoCimodasmoovim, nadesnimstranamarve jedn&ine (H.33)i (H.35)dobili formalnorazliCite izraze
zaa’; ovo mozemoiskoristiti za dovodjenjeposmatrangedn&ine nabezdimenzionalanblik. Naime,
faktoriay, s, ...,k suproizwljni. Mi ih mozemoizabratitako daje
1 1 1
(o¢] al,az az’""ak a (H.36)

gimesve osnaneveligine postajubezdimenzionalngasea i sviamumentifunkcije f u (H.35)dovode
u bezdimenzionalanblik. Ovdesepretpostalja dani jednaod veliinaay, ay, -.., ax nije jednakanuli.

Posmatrajmauticaj izbora (H.36) na osna/ne veliCine, u novim jedinicama, ap,ap, -..,a. Ako je
npr. veliCinaa nekaduzina (tadani jednaod preostalihosnasnih veli€ina, ay, ..., ax nije duzina), mi sa
(H.36)definBemaodaseswe duzine merekaoodnosposmatranéduzinei duzinekoju u datomslucajuima
veliCinaa;. Nataj natin veliéinaa'l, kaoodnosdve istedwine, postajeuvek bezdimenzionalngedinica.
Isto sedogodii saarglmentlmaal,az, ,ak tj. svih prvih k argumenataJ (H.36) postajuuvek bezdi-
menzionalnéedinice.Zaveli¢inua i zapreostaleargumenteakﬂ, ,a,, dovedenau bezdimenzionalan
oblik, uvestemooznale

a
M= (H.37)
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A+1
M= H.38
1 aflagz...afk ( )

a,
Mik=——o0o—o H.39
e (H.39)

Vrednostibezdimenzionalnitveli¢ina M4, M, ..., My_k o€igledno, ne zavise viSe od potetnih mernih
jedinicazaosnwneveli€ine, ay, ..., a. Uz uvedeneoznale, (H.35) semaoze napisatiu obliku

Mn=f (17 la"'alanl;nZa---ann—k) (H40)

Prematome,\ezaizmedjun + 1 dimenzionalnevelitine a,, a,, ..., a, od kojih k imaju nezaisne dimen-
Zije, kadase dovedeu oblik u kome su svi Clanoi nezaisni od izborasistemaedinica, predjeuvezu
izmedjun+ 1 bezdimenzionalnkombinacijeformiraod n+ 1 dimenzionalneeliine. Ovaj opsti zakon
senazvall teoremaili Bakingam@ateorema Teoremu(H.40) mozemo,hararno, napisatiu obliku

a=a"a)? - a*F (M, MNa,...,Mn ) (H.41)

Sto,kako cemovideti, neposrednijélustruje uobicajennain prakticne primenedobijenogrezultata.

H.6 Primenall teoreme

Saznanjeda se svaka fizicka jedn&ina moze napisatiu obliku (H.41) mozemoKkoristiti za dobi-
janje informacijao mogieemobliku fizickih jedna&ina u slutajevima kadate jedn&ine ne znamokao
posledicufundamentalnih poznatihfizickih zakona. Tadaje potrebnodanaosnau razmatranjdiziCke
prirodeposmatranogrocesapai naosnwu intuicije, izaberemdizicke veli€ine od kojih smatramala
bi trebaloda zavisi velicinakoja nasinteresuje Analizomdimenzijaovih veliCinamozemotada,ako je
njihov izbor bio uspe“san,danadjemofaktoroqh,ug‘z,...,O(rk‘”k i ako je n > k, bezdimenzionaln&ombi-
nacijelq,M»,...,My_k. Tako semogudobiti veomakorisnaobaveStenjao trazenojfizickoj zavisnosti,
koja olakSavaju kasniji eksperimentalnzadatak llustrovatemoovo sadva jednostana primera.
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Slobodanpad Zamislimo da ne znamoda je predjeniput s kod slobodnogpada, pod dejstvom
ubrzanjazemljinetezeintenzitetag, datsa

s= -gt? (H.42)

i dasmoprisiljeni dazakon koji opisujes u funkciji vremena drugihveliCinatrazimo dimenzionalnom
analizomi eksperimentalninputem. Tadaprvo trebada napraimo listu velicina za koje smatramada
mogudautic¢u nas. Recimodazivimo pre Galileiai dau takwve veli¢ine,poredgi t, uvrstimojosi masu
telam. Premaome,trazimo

s= f(g,t,m) (H.43)

PosmatraneseliCine imaju sled€e dimenzije: Od tri veli€ine koje smo uzeli za agumentefunkcije

VeliCina: | s| g |t |m
Dimenzije:|L | LT? | T [ M

Tabela H.1: TabeladimenzijaveliCina za koje smo pretpostavilida utestvujuu zalonu za slobodno
padanje

(H.43) swe tri vidimo imaju nezaisnedimenzije,tj. n =k = 3. Tako, funkcija f u nemaagumenata
moze samodabudejednakaneloj bezdimenzionalndfonstanti.Dakle

s= Cgt’m® (H.44)

gdeje C tabezdimenzionaln&onstantaZahter zadimenzionalnonhomogen&tu dajeodarde dimen-
zionalnujedn&inu

L= (LT 2)3TPMm°® (H.45)
Iz nje dobijamosistemod tri jedn&ine zakonstantea,b i c, Cija suresenja:
a=1b=2c=0. (H.46)

Tako zakljutujemodas ne zavisi od masei daje

o= ¢osir\/% (H.47)
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Owoliko semoglopostti dimenzionalnomanalizom;konstantuC sadatrebaodreditieksperimentalnim
putem. Ovo je, otigledno,dalelo laksi zadataknego 3to bi bio eksperimentalndrazenjefunkcije f u
(H.43).

Matemattko klatha Zamislimoopetdane znamodaje ugao@ koji matematko klatnoduwzinel i
masem, formira sapravcemvertikale,datsa

b=F (cboﬂt) (H.48)

pri Cemuje @y maksimalnarrednosuglag, avremeseracunaod momentgrolaskeklatnakroz vertikalni
polazaj. Ugledajiti senapostupakiz proslog primera,sadabi smomogli dakao odredjujige veliCine
uzmemo:y, g, |, t, m. Tako, trazimo:

o= f((po,g,l,t,m) (H49)

Dimenzijeovih velicinasuu sledé€oj tabeli: VeliCinag je bezdimenzionalngaotpadgpotrebatrazenja

Velicina: || @ | g |||t |m
Dimenzije:| - | - [LT?|[L [T [ M

TabelaH.2: Tabeladimenzijavelitina za koje smopretpostavilida u€estvujuu zalonu za mtemattko
klatno

faktorau a7, 05?,..., ark“‘. Od petvelicinauzetihzaagumentdunkcije f tri imajunezaisnedimenzije,
paimamon—k =5— 3 = 2 bezdimenzionalnitagumenta. Od ovih pet posmatranihveliina jedna,
@ , je vet bezdimenzionalnadrugu mogLtu bezdimenzionalnkombinaciju, 1/g/It, nalazimobrzo
kombinozanjemdimenzijag,| i t (ako nekubezdimenzionalnkombinacijustepenujemgroizvoljnim

eksponentomena, naraino, ostajebezdimenzionalnamozemo, tako, bezdimenzionaln&kombinacije
pogodnimstepenganjemdovoditi u oblik koji namizgledapraktican). Premaome,kaorezultatdimen-

zionalneanalizedobijamo
_ g
b=F (cbo,\/ljt) (H.50)

Situacijau pogledupreostalogeksperimentalnogadatkge opetdalelo povoljnija nego Stobi bio slucaj
daraspolzemosamosa(H.49) i da zelimo eksperimentalninputemda nadjemofunkciju f. Mnogo
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daljih pownih primeraupotrebadimenzionalnanalizemoze senati npr. u knjizi Hantlia(1952).1scrp-
niji prikaz rezultatadimenzionalneanalizeu raznimoblastimamehanile datje u knjizi Sedwa (1967).
Narctito je impresina primenametodadimenzionalnenalizeu prowavanju turbulentnihprocesagde,
kako cemovideti, zbog osrednjaanja jedn&ina kretanjai termodinamilk dolazimou situaciju da je
broj fundamentalnijedna&ina maniji od brojanepoznatihvelic¢ina. Tu sedimenzionalnonanalizom,uz
pomd raznihintuitivnih hipotezagestododjedo relacijakoje seveomadobroslazu saosmatranjimaa
Stonebi bilo mogite postti, kaou ovde posmatraninprimerima,nekimdrugimputem.
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transform,65
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grantni sloj, spoljniregion, 120
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izotropizacija,97
izotropnideo,102
izotropnivrtlozi, 72
izvor
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Lagrarz-ovska,53

homogene izotropnaturbulencije,52
Ojlerovska,53
prostornab2
vremenska52
kvaziperiodénost,9

Landauslika, 70
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operatorosrednjganja,12
ops@ vrednostiM-O duzine, 35
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podsloj
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prenos
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pretvaranje
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kineticke enepije srednjg toka,21
turbulentnekineticke enegije, 20
turbulentnepotencijalnesnepgije, 21
turbulentnepotencijalneenegije, 20
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logaritamski 94
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disipacije
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produkcijezbogradasile potiska,105
produkcijezbogsmicanja105
temperature34
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razmere
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realizacija,11
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Rejnoldse
broj, 7
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nestabilnal27
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stratifikacija,bliskaneutralnoj,37
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suptropski31l

talasnibroj, 64
TejlorovateoremaB2
teleslopiranje,120
tenzor
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izotropni,63

korelacije,62
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teorema
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teorija
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slicnosti, 72
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zatwaranja
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viSey reda,95

termal,45
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vertikalni presek45

haottan,10
laminaran,7
prelaz,8
srednji,10
stacionaran23
turbulentan,7, 10

trajektorija,u faznomprostoru,55
transferenepije, 117

trenutnavrednost,10
turbulentna
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turbulentno
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disipativnost,10
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potencijalngemperature39
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veliina
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velicine
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dimenzionalnel53
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temperatura
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nastajanjeb4
nestajanje54

zagreranjetla, 29
zakon
defekta,26
logaritamski,26
zida, 26
zonauvlatenja,30,31



