AKSIOMATIKA TEORIJE
VEROVATNOCE



Aksiomatika teorije verovatnoce

Polazi se od osnovnih stavova, tzv. aksioma, na osnovu
kojih se sve ostale osobine mogu dokazati.

Za posmatrani prostor el. ishoda aksiomatizacija daje
odgovore na pitanja:
— Koje podskupove prostora el. ishoda mozemo posmatrati?

— Kako racunati verovatnoce pojavljivanja dogadaja pri jednom
Izvodenju eksperimenta?

Sistem aksioma je dao A. N. Kolmogorov 1933. godine.

Treba uvesti strukturu na PEI da bismo formulisali
formule



Polje dogadaja

Definicija 9. Neka je ‘F familija (skup) dogadaja iz Q) sa
osobinama:
— Al° Siguran dogadaj Q pripada familiji ‘F.
— A2° Ako neki dog. A pripada familiji ‘F, onda i A pripada fam. F.
— A3° Ako su A i1 B bilo koja dva dogadaja koji pripadaju ‘F, tada |
njihova unija pripada F.
Takva familija dogadaja F je polje ili algebra dogadaja.
Kada se osobina A3° zameni osobinom:
— A3’° Ako je A, A,,..., A, bilo koji konacan ili prebrojiv niz
dogadaja koji pripadaju ‘F, tada i njihova unija pripada 7.
Takva familija dogadaja ‘f je o-polje ili o- algebra dog.



Polje 1li o-polje dogadaja

Moze sadrzati konacno ili beskonacno mnogo dogadaja

Ako je skup el. ishoda konacan skup, tada je | svaka
familija dogadaja iz Q konacna familija.

Svako o-polje dogadaja je polje dogadaja, a obrnuto

ne vazi.

Nad istim prostorom el. ishoda mozemo posmatrati vise
razliCitin polja dogadaja.

Presek dva polja (o-polja) dog. je polje (o-polje) dog.
Unija dva polja (o-polja) dog. ne mora biti polje (o-polje)
dogadaja.



‘F partitivni skup

* Ako je F partitivni skup (skup svih podskupova) skupa Q,
tada za svaki dog. A koji pripada ‘F'i svaki dog. B za koji
vazi BUA, sledi da B pripada F.

o Ako je Q konacan skup koji sadrzi n elementarnih
Ishoda, a polje ‘Fje partitivani skup skupa Q, tada polje
‘Fima 2" elemenata.

() ={1, 2, 3, 4} PEI pri bacanju numerisane kocke
P(Q)={D, {1}, ..., {4}, {1,2}, ..., {3,4}, ..., ..., {2,3,4}, O}
 Broj elemenata od 7 je

s



Primer 4. Polja dogadaja

« Ako je Q proizvoljan prostor el. ishoda | ALIQ), tada je
T, ={Q, @, A, A} polje dogadaja. | F,={Q, D} je polje
(tzv. trivijalno polje) dogadaja.

e Posmatrajmo prostor el. ishoda iz Primera 1 | u tom
prostoru el. ishoda dog. A: zbir je paran broj, B: zbir je
deljiv sa 6. Odrediti najmanje polje dogadaja koje sadrzi
dog. A i B.

— Jedno od mogucih razlaganja PEI na potpun sistem dogadaja je:
B, A\B i A. Oni ¢e pripadati polju koje treba formirati. Formiramo
F5; na osnovu Def. 9. Prema A2°, i B pripada polju. Takode, i

A\B Ce pripadati polju. | nemoguc¢ dog. pripada polju:
.TB :{021 Q! A1 A; B, E!IA\\B, WB}



Teorema 2

Ako su A | B dogadaji koji pripadaju polju (ili o-polju)
dogadaja ‘F, tada | dogadaji AnB | A\B pripadaju
polju (ili o-polju) F.

Dokaz. Na osnovu A2° je AFi BOF. Tada je, na
osnovu A3° i AOB OF, pa je na osnovu A2° dogadaj

C=A0BOF
Po De Morganovim obrascima je C=AnB, pa je dokaz
zavrsen.

Tvrdenje teor. 2: Polje (o-polje) dogadaja je zatvoreno u
odnosu na presek i u odnosu na razliku dogadaja.




Minimalno polje generisano kolekcijom C

« Cesto se polje (o-polje) odreduje polazeéi od neke
kolekcije C podskupova Q.

o Za svaku kolekciju C postoje o-polja koja je sadrze (npr.
partitivni skup je jedno takvo o-polje).

* Presek svih polja (o-polja) koja sadrze C je polje (o-
polje) koje se naziva minimalno polje (o-polje)
generisano kolekcijom C, oznacCava sa a(C).



Borelovo o-polje na R

Ako umesto QQ uzmemo skup realnih brojeva R |
kolekciju C koju Cine intervali oblika (-«,a), alIR, tada se

odgovarajuce minimalno o-polje generisano kolekcijom
C naziva Borelovo o-polje na R, oznacava sa B.

Njegovi elementi su Borelovi skupovi.
Uredeni par (R,B) je Borelova prava.

Kolekcije C={(-»,a], alIR} | C={(a, b], a <b; a, bLIR}
generisu Borelovo o-polje B.

Borelovi skupovi | polja se primenjuju pri definisanju
slucajnih promenljivih.



Definicija verovatnoce

* Verovatnoce dogadaja se definiSu samo za dogadaje
koji pripadaju nekom polju (ili o-polju) dogadaja.

e Definicija 10. Neka realna funkcija P definisana na o-
polju ‘F dogadaja iz QQ ima osobine: I ]
— B1° Za svaki dogadaj A koji pripada F vazi P(A)za;\ ;

— B2° Za siguran dogadaj Q vazi P(Q)=1. normiranost
— B3° Za svaki niz (konacan ili prebrojiv) dogadaJW" i a

| koji su medusobno disjunktni u parovima vazi:
aditivnost
[ probabilitas UA P = Z P(A j) verovatnocée
J J

e Tada je funkcijaR verovatnoca na o-polju ‘.
Preslikavanje skupa dogadaja ‘' —[0,1]
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Aksiome teorije verovatnoce

o« Al°, A2°, A3°, B1°, B2°, B3°.
 Prostor verovatnoc¢a je uredena trojka (QQ, ‘F, P).

 Aksiomama B1°, B2°, B3° verovatnoca nije jednoznacno
odredena. Primer: Neka je na elementima polja
F.={Q, @, A, A} definisana funkcija P: P(A)=p, P(A)=1- p,
P(Q)=1, P(9)=0. Tada je P verovatno¢a u smislu
aksiomatike.

— Kako p moze biti bilo koji broj iz intervala (0,1), sledi da
verovatnoca na polju ‘f; nije jednoznacno odredena.
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Osobine verovatnoce - Teorema 3.

_ _ ( monotonost ]
1° Ako je ALIB, tada je P(A)<P(B). ——————_ verovatnoce

2° Ako je P(A) verovatno¢a dog. A, tada je P(A)=1-P(A).
Verovatnoc¢a nemoguceg dogadaja je P(®P)=0.

3° Ako su A | B dva dogadaja, tada je
P(AOB)=P(A)+P(B)-P(AB)
4° Ako je A, A,,... konacan ili prebrojiv niz dogadaja,

tada je Bulova
UA i |S Z P(A j ) nejednakost
J J

5° Ako dogadaji A, A,,..., A, Cine monotono neopadajuci

niz dogadaja, tada je <[ neprekidnost J
. verovatnoce
F{UAJ.] =limP(A )
|

n—- oo
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Dokaz Teoreme 3

1° 1z AOB sledi B=A+(AB), pa je P(B)=P(A)+P(AB).
Zbog B1° je P(AB)=0, pa sledi tvrdenje.

2° Imamo da je A+A=Q, pa je P(A+A)=P(Q). Na osnovu
B2° 1 B3° sledi P(A)+P(A)=1, sto je trebalo dokazati. Ako
je A=®, dobijamo P(P)=0.

3° AB = A+(BnA) i B = (BnA)+(BnA). Na osnovu B3°
zakljucujemo: P(AUB) = P(A)+P(BnA), kao |

P(B) = P(BnA)+P(BnA), odakle sledi tvrdenje.

4° Dokazujemo indukcijom na osnovu tvrdenja 3°.

5° Neka je A;, JLIN monotono neopadajuci niz dogadaja,
Ai DA O...OADO...

(AL0A, znadi AJOA ili Ai=Ay)
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Dokaz Teoreme 3, stav 5

* DefiniSimo niz dogadaja B;j, JLIN na sledeci nacin:
B, =A;

n-1
:An(UAij:AnAn—l n>1
i=1

 Dogadaji B su medusobno disjunktni i vazi:

n n 00 (0%}

Uai=Us Uai=Us

i=1 =1 i=1 =1

i =1

=1 =
Bij = lim P[OAij = lim P(A,,)

= |lim P[
n— oo . n - oo . N — oo
I =1

stoga je: P[CJAiJ:P[O } ZP(B)—“mZP(B)

e

1
14



KLASICNA DEFINICIJA
VEROVATNOCE
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KlasiCna definicija verovatnoce

* Prethodila aksiomatskom zasnivanju teorije verovatnoce.

* (Odnosi se na prostor elementarnih ishoda Q koji je
konacan skup, pri Cemu su verovatnoce pojavljivanja
svih elementarnih ishoda iste.

* Neka je Q={wx,...,0n}. El. ishodu wy pridruzimo broj p;>0,
]=1,2,...,ntako da je

P+ pPt..tpy =1

P Je verovatnoca el. ishoda w, J=1,2,...,n.
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Verovatnoca u konacnoj semi

Dogadaj A koji sadrzi k el. ishoda: A={w,...,wWk}.
Verovatnocu dog. A definiSemo kao zbir verovatnoca el.
Ishoda koji pripadaju dog. A

P(A) = pjp +...+ Pj
Verovatnoca u konacnoj semi.
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KlasiCna definicija verovatnoce

» Ako svakom el. ishodu oy pridruzimo istu verovatnocu

pj=— 1=12...,n

n

| ako dog. A sadrzi k el. dogadaja, tada je njegova verov.

P(A) :%

—

Klasicha
definicija

verovatnoce

k— broj el. ishoda iz A, nje broj el. ishoda iz Q.

e VerovatnocCa dogadaja je kolicnik broja povoljnih ishoda
za posamtrani dogadaj | broja svih mogucih ishoda u
eksperimentu. Laplas (1812. god.)
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Primer klasiche def. verovatnoce

e Bacaju se dve kockice, jedna bela, druga plava. Odrediti

verovatnocu da se dobije zbir 9.

e Povoljni: 9 = 3(b)+6(p), 4(b)+5(p), 5(b)+4(p), 6(b)+3(p)
 Moguci: 1(b)+1(p), ..., 6(b)+1(p)

1(b)+6(p), ..., 6(b)+6(p)
6°6=36=64
P(zbir 9)=4/36=1/9
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Osobine verovatnoce

 Na osnovu klasicne definicije verovatnoce se moze
dokazati da je:

(1) P(A)=1-P(A)

(2) P(P)=0

(3) P(Q)=1

(4) 0<sP(A)<1

(5) 1z ALIB sledi P(A)<P(B)

(6) Za disjunktne dog. A1 B vazi P(A+B)=P(A)+P(B)

(7) Za unije dva dogadaja u opstem slucaju vazi
P(AOB)=P(A)+P(B)-P(AB)

1z P(A)=k/n, k-broj povoljnih ishoda, 0<k<1, sledi (4)
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Primerl

Eksperiment: bacanje novcCica, belezi se strana na koju
je novCIC pao. Prostor el. ishoda je dvoclan, a
verovatnoca svakog el. ishoda je Y.

Eksperiment: biranje jedne karte iz Spila od 52 karte.
Belezi se boja eksperimenta: crvena ili crna. Prostor el.
Ishoda je dvoclan, a verovatnoca svakog el. ishoda je Y.

Struktura eksperimenta.

Permutacije sa i bez ponavljanja, varijacije sa i bez
ponavljanja, kombinacije sa | bez ponavljanja.
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Kombinatorika

KOMBINACIJE: 1z skupa od n Clanova treba izracunati
koliko ima podskupova veliCine k (k<n)

Ny nn-1..(n—-k+1) _ n!

K K! KI(n—k)!
VARIJACIJE: 1z skupa od n Clanova koliko razliCitin
nizova duzine k mozemo napraviti da svaki element
moze da se ponovi proizvoljan broj puta — sa
ponavljanjem n“ kON
Koliko razlicitin nizova duzine k mozemo napraviti da se
svaki element javi jedan put — bez ponavljanja
(k<n) n(n—-1....n—k+1) =
PERMUTACIJE n!

n!
(n—Kk)!
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