Tackaste ocene
parametara raspodele

Na osnovu uzorka treba da se odredi kakva je raspodela
obelezja na populaciji

Ako je tip raspodele poznat, treba da se odrede
parametri raspodele

Posto je realizovana vrednost statistike realan broj, to
ocene parametara nazivamo tackaste ocene.

Neka je X;, X, ..., X, prost slucajan uzorak obima » za
posmatrano obelezje X. Statistika Y =f(X;, X, ..., X)) je
slucajna promenljiva koja implicitno zavisi od parametara
u raspodeli obelezja X.

Ako se sa Y ocenjuje parametar 0, tada se statistika Y
naziva ocena parametra 0 i oznacava sa . 1



Nepristrasnost

Statistike koje koristimo za ocenu parametara moraju da
Imaju odredene osobine.

Kvalitet tackastih ocena se izrazava pomocu
matematickog oCekivanja i disperzije.

Definicija. Neka je X, X,, ..., X, prost slucajan uzorak
obima n za obelezje X i neka je 6 nepoznati parametar
u raspodeli obelezja X. Statistika Y =f (X, ..., X)) je
nepristrasna ocena parametra 0 ako je:

E(f(X; ... X,))=06
Koristi se | termini. centrirana ili nepomerena ocena.



Nepristrasnost, nastavak

- Ocena § parametra 0 koja nema osobinu nepristrasnosti
se zove pristrasna ocena. VeliCina njene pristrasnosti

se meri razlikom n
E©)-0

» Ako nepristrasnost statistike Y =f(X;, ..., X, ) kojom
ocenjujemo neki parametar 0, vazi u slucaju kada obim
uzorka tezi beskonacnosti, t].

limE(f(X,,....X,))=6

n—>o0

kazemo da statistika Y predstavlja asimptotski
nepristrasnu ocenu posmatranog parametra 6.



Stabilnost

« Zarealizovani uzorak x4, ..., X, racunamo realizaciju
statistike Y, tj. y=f'(x4, ..., x,). Y je sluajna promenljiva,
pa ¢e realizovana vrednost odstupati od E(Y). Pozeljno je

da se to odstupanje smanjuje ukoliko poveCavamo obim
uzorka. Navedeno svojstvo je stabilnost (postojanost).

* Def. Neka je X;, ..., X, prost slucajan uzorak obima »
za obelezje X i neka je 0 nepoznati parametar u
raspodeli obelezja X. Statistika Y =f (X, ..., X)) je
stabilna ocena parametra 06 ako je nepristrasna i ako

P
Y—>0, n—oow
« Stabilnost ocene oznaCava da Ce se sa povecanjem
obima uzorka razlika izmedu realizovane vrednosti

statistike Y i stvarne vrednosti parametra 6 smanjivati.



Efikasnost

* Def. Neka je X;, ..., X, prost slucajan uzorak obima »
za obelezje X i neka je 6 nepoznati parametar u
raspodeli obelezja X. Neka su statistike
Y=f(X,, ..., X,) 1 Z=g(X,, ..., X, ) nepristrasne ocene
parametra 0. Statistika Y je efikasnija ocena
parametra 0 od statistike Z ako je

DY) < D(Z)

« Statistika Y je najefikasnija ocena parametra 6, ako
njena disperzija nije veca od disperzije bilo koje druge
nepristrasne ocene istog parametra

D(Y)<D(Z) EX)=E(Z)=0



Ocena parametra

A najbolja

q(9;0) |
velika

varijansa

pristrasna

—p
v
)

» Zelimo malu (ili da je nula) pristrasnost E(6)—0
— Ocekivana vrednost treba da tezi tacnoj vrednosti

« Zelimo malu varijansu
— Mala pristrasnost i varijansa su u konfliktu



Nejednakost Rao-Kramera

* Daje donju granicu disperzije nepristrasnih ocena jednog
parametra. Neka je X, ..., X, prost slucajan uzorak
obima n za obelezje X u Cijoj raspodeli figuriSe nepoznati

parametar 0. Neka je gustina raspodele obelezja X
2(x,0), xeR, 0@ neprekidno
« Odnosno, neka je zakon raspodele obelezja X

p(x;E)), xeR, 00O L_dais_zrétize()_]

® oznacava skup dopustivih vrednosti parametra, tzv.
parametarski prostor.

* Funkcija verodostojnosti je u neprekidnom slucaju:

L(X;9)=f[g(Xj;9)

Jj=1 7



Funkcija verodostojnosti

* Funkcija verodostojnosti u diskretnom slucCaju je
L(X;0)=] [ p(X,;6)
j=1

 Pod uslovima regularnosti
(1) skup {X: L(X;0)>0} ne zavisi od 0
(2) L je dvaput diferencijabilna po 6
vazi nejednakost Rao-Kramera

. 1 1

D) > — —
®)= E[azlnq E(&lnL\z
00> 50 )

0 je nepristrasna ocena parametra 0 8



Primer nejednakosti Rao-Kramera

« QOceniti matematicko oCekivanje uzorka koji ima normalnu

raspodelu.

(X-m)®
e 267

1

2o

g(x)=

* Funkcija verodostojnosti dobijena na osnovu prostog
slucajnog uzorka X;, ..., X, obima n je

) : (X j=m)®
Lx;m =] e 2
-1 O2m
0°InL n .._ o> Opravdano kori§¢enje
=——  D(m)=>— e B
om* o’ n  Statistike x,za ocenjivanje

parametra m 9



Asimptotski efikasna ocena

« Ako disperzija statistike Y =f (X}, ..., X, ) koja je
nepristrasna ocena nekog parametra 6, konvergira ka
donjoj granici disperzije iz nejednakosti Rao-Kramera,
kada obim uzorka tezi beskonacnosti, kazemo da

statistika Y predstavlja asimptotski efikasnu ocenu
parametra 0.
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Metod momenata

* Neka je X, X,, ..., X, prost slucajan uzorak obima » za
obelezje X. Pretpostavimo da postoje konacni momenti
reda 1,2, ..., s : E(X/), (E(]X/|<x) i da u raspodeli obelezja
X ima s nepoznatih parametara é,, 6,, ..., 6.

* |zjednacCavanjem teorijskih momenata reda j i uzorackih

momenata |
_ J
M, = —Zxk

n -

iIstog reda dobijamo sistem jednacina:

E(XJ):]\[J,’ j=1,2,..,s (*)

Resavanjem prethodnog sistema jednacCina se dobijaju
ocene za 6,, 6,, ..., 0.

s 1



Metoda maksimalne verodostojnosti

* Ocene koje se dobijaju po metodi maksimalne
verodostojnosti su Cesto asimptotski nepristrasne |
asimptotski efikasne ocene.

* Neka je 0 nepoznati parametar u raspodeli obelezja X |
neka je ® skup mogucih vrednosti parametra 0, tzv.
parametarski prostor. Neka je X;, ..., X prost slucajan
uzorak za obelezje X | neka g(x,0) oznaCava gustinu
raspodele obelezja X. Funkcija verodostojnosti je
funkcija

L(X;0)= g(X,0) - ... - g(X,,0)

« Parametar 6 cemo ocenjivati onom statistikom za koju

funkcija verodostojnosti postize supremum.
12



Metoda maksimalne verodostojnosti

* Ako je funkcija verodostojnosti diferencijabilna, najpre se
odreduju (ako postoje) one vrednosti parametra koja su
resenja jednacine

d
—L(X:;0)=0
15 (X;0)

. dl L(X;0))=0
S In(L(X;0)) =

* Medu svim tim vrednostima nalazimo (ako postoje) one
vrednosti za koje funkcija L, odnosno In L postize svoj

supremum.
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FV u diskrethom slucCaju

* U diskrethnom slucaju funkciju verodostojnosti dobijamo
kao proizvod verovatnoca postizanja pojedinih vrednosti
1z uzorka:

L(X;0)=p(X3,0) - ... - p(X,,0)
gde je p(t,0)=P(X=t)

« Zatim se odreduje ekstremna vrednost te funkcije ili
njenog logaritma.
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Visedimenzionalni parametar 6

* U slucCaju visedimenzionalnog parametra 6=(0,,...,0,) |
diferencijabilne funkcije verodostojnosti najpre se odrede
(ako postoje) one vrednosti parametara iz
parametarskog prostora za koje vazi:

0

—L(X:;0)=0
00 . (439)

J .
|I| J — 1,...,S
0
—InL(X;0)=0
00
* NajCesce su ovi sistemi jednacina nelinearni, pa se
resavaju koristeCi numeriCke metode analize. Kada se
odrede resenja sistema, uzimaju se ona resenja za koja

se dobija ekstremna vrednost funkcije verodostojnosti. 1s



Primer metoda maks. verodostojnosti

* Neka obelezje X ima Puasonovu P(\) raspodelu, pri

cemu je parametar A nepoznat. Metodom maksimalne
verodostojnosti odrediti statistiku kojom treba ocenjivati
parametar A na osnovu uzorka obima n.

Funkcija verodostojnosti je

X ZXk
k k=1
L(X;\) = H MY o k e "

et A HXk!
k=1

a njen logaritam

InL(X;M) :(ZXk)lnk—nk—HlnXk!
k=1 k=1

16



Primer metoda maks. verodostojnosti

* |z uslova %ln(L(X;k)):O

dobijamo da je ocena nepoznatog parametra statistika

o\ —

A=X

n

» U toj taCki se postize maksimum funkcije verodostojnosti.
Ocekivanje Puasonove raspodele je

E(X)=2

pa dobijeni rezultat potvrduje da je upravo uzoracCka

sredina ocena za ocCekivanu vrednost obelezja.
17



Primer

* Neka obelezje X ima N(m,c?) raspodelu, pri ¢emu je
parametar m poznat, a parametar ¢ nije. Metodom
maksimalne verodostojnosti (MMV) odrediti ocenu
nepoznatog parametra ¢? na osnovu uzorka obima n.

* Funkcija verodostojnosti je
n 1 _M 1 — Z(Xk m)

L(X: 2y — 267 _ Zle
(X;07) 1;!6 2ne G”(\/ﬂy

a njen logaritam

InL(X;0°)=-nlnc—nln~/2n — Z(X —m)’

le

18



Primer MMV, nastavak

« Kako je 6% nepoznati parametar, za reSenje jednacine

d
d(c?)

InL(X;5°)=0

dobija se

o’ :lZ(Xk —m)’
n k=

U toj tacki je drugi izvod logaritma funkcije verodostojnosti
negativan, pa ovo potvrduje izbor uzoracke disperzije S’
za ocenu disperzije obelezja kad je oCekivanje poznato.
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Osobine ocena metodom momenata

* QOcene dobijene metodom momenata i metodom
maksimalne verodostojnosti se u nekim slucajevima
poklapaju,

* Ocene dobijene metodom momenata nisu, u opstem
sluCaju efikasne, u smislu prethodno datih definicija,

» Ako sistem (*) ima jedinstveno resenje u obliku
neprekidnih funkcija, tada ocena za nepoznati parametar
konvergira u verovatnoci ka tom parametru.
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